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Wstep

Mechanika kwantowa jest dziatem fizyki teoretycznej sformutowanym w celu opisu wtasno-
Sci mikroSwiata 1 przebiegu zjawisk w nim zachodzacych. Stopien trudnosci takiego opisu
zalezy od wielkoSci opisywanego uktadu fizycznego, tzn. od iloSci atoméw, czastek elemen-

tarnych oraz od tego czy opisywany jest proces stacjonarny czy tez zmienny w czasie.

Jednym z trudniejszych proceséw do opisu kwantowo mechanicznego w obrebie fizyki
atomowo-molekularnej jest zderzenie reaktywne w ktérym atomy w poczatkowej konfigu-
racji tworza uktad AB+C, a w stanie koncowym sa w konfiguracji AC+B, BC+A, A+B+C,
badz w konfiguracji poczatkowej. Do niedawna (tzn. do czasu gdy dostgpna predkos¢ obli-
czeniowa oraz pojemnosS¢ pamigci komputerowej byta wzglednie mata) zderzenia reaktywne
opisywato si¢ w sposob stacjonarny, podobnie jak w przypadku zwyklych proceséow zde-
rzeniowych w fizyce atomowej. Aby tego typu obliczenia przeprowadzi¢ (dla wzglednie
prostych molekut) niezbg¢dne jest wyznaczenie hiperpowierzchni energii potencjalnej dla
ruchu jader. Jest to mozliwe jeSli si¢ zastosuje przyblizenie Borna—Oppenheimera (BO),
zakladajace znacznie szybszy ruch elektronéw w stosunku do ruchu jader. Pozwala to na
rozdzielenie rownania Schrodingera dla takiego uktadu na cz¢$¢ opisujaca ruch elektronéw
przy ustalonej konfiguracji jader od cz¢Sci opisujacej ruch jader. Energia wtasna hamilto-
nianu elektronowego dla danej konfiguracji jader jest wartoscia potencjatu dla ruchu jader w
tejze konfiguracji. Zmieniajac wzglgdne potozenie jader uzyskuje si¢ wspomniane hiperpo-
wierzchnie energii potencjalnej w przyblizeniu BO. Rozwiazanie zagadnienia wtasnego dla
hamiltonianu elektronowego, jesli elektrondw jest duzo, jest samo w sobie trudnym proble-
mem, wigc juz przygotowanie do obliczen teoretycznych zwiazanych z reakcjami chemicz-
nymi wymaga ogromnego wysitku obliczeniowego. W zwiazku z tym czyste ,,ab initio”
obliczenia przeprowadza si¢ dla molekut o niewielkiej liczbie atoméw. Koncowym efektem
stacjonarnego podejscia do opisu reakcji sa prawdopodobienstwa réznych kanatéw reakcji,

w tym nieelastycznego rozproszenia atomu na molekule AB.

Jesli chciatoby sie uzyskac informacje o szybkosci reakcji (tzn. o czasie trwania reak-
cji) o kolejnosci rozrywania i tworzenia si¢ wigzan chemicznych oraz podobnych procesach,

podejscie stacjonarne nie wystarczy [4]. W takich sytuacjach nalezy szuka¢ rozwiazan za-
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2 WSTEP

leznego od czasu rownania Schrodingera rzadzacego ewolucja uktadu. Zaleznos$¢ od czasu
pojawia si¢ z dwoch powodow. Opisywane jest pojedyncze zderzenie, a wigc w trakcie zde-
rzenia lokalizowany jest swobodny atom w danym miejscu i chwili przez zalezny od czasu
pakiet falowy. Aby zbadaé jakie procesy zachodza podczas zderzenia uzywa si¢ skorelo-
wanych ze zderzeniem femtosekundowych impulséw laserowych pozwalajacych skanowaé
proces zderzenia reaktywnego. Tym samym wprowadza si¢ dodatkowa zaleznos$¢ od czasu
do hamiltonianu rzadzacego ewolucja w postaci cztonu oddziatywania pola elektromagne-
tycznego z badanym uktadem [15].

Chociaz teoretycznie takie podejscie byto mozliwe tuz po ustanowieniu podstaw mecha-
niki kwantowej [10], dynamiczny w czasie opis numeryczny stat si¢ mozliwy mniej wigcej
po6t wieku pézZniej. Wiaze si¢ to zaréwno z wydajnoscia komputeréw jak i ze stworzeniem
nowoczesnych metod rozwiazywania zaleznego od czasu rownania Schrodingera.

Oczywistym jest, ze nawet dla najprostszego realnego uktadu fizycznego np. sktadajacego
si¢ z trzech atomow przeprowadzenie opisu zderzenia reaktywnego w ramach pracy magi-
sterskiej jest niemozliwe z wielu powodéw: braku potencjaléw, zbyt krétkiego czasu na
przygotowanie obliczen, braku odpowiednich komputeréw, itd.

Mozliwy jest jednakze kwantowomechaniczny opis na uproszczonym modelu uktadu fi-
zycznego w ktérym moze zajS¢ zderzenie reaktywne. Taki uklad bedzie ztozony z atomu
wodoru 1 pozytonu. Produktem zderzenia reaktywnego begdzie tu pozytonium i swobodny
proton. Energia potencjalna w tym uktadzie jest Scisle okreslona. Czastki oddziatuja miedzy
soba w sposéb coulombowski. Niestety nawet taki uktad jest zbyt ztozony jezeli cho-
dzi o mozliwoSci dostgpnych komputeréw. W zwiazku z tym rzeczywisty uktad fizyczny

zastapiono modelem opartym na nastgpujacych uproszczeniach:

1. atom wodoru begdzie zastagpiony modelem dwuwymiarowym (ptaskim),
2. zderzenie z pozytonem zachodzi w tej samej plaszczyznie co ptaszczyzna atomu,

3. proton posiada nieskoficzona mase i staje si¢ nieruchomym Zrédiem potencjatu co-

ulombowskiego.

W kolejnych rozdziatach pracy uktad ten zostanie najpierw opisany stosujac zasady me-
chaniki klasycznej, a nastgpnie w sposob kwantowomechaniczny. OczywiScie autor jest
Swiadomy, ze nie istnieje klasyczny model atomu, bedacy odpowiednikiem uktadu planetar-
nego, ze wzgledu na to, ze poruszajacy si¢ ruchem przyspieszonym elektron promieniuje i
w zwiazku z tym taki model atomu jest nietrwaty. Natomiast z punktu widzenia mechaniki
teoretycznej jest wazny jedynie rodzaj sit pomi¢dzy oddziatujacymi punktami materialnymi.
Wobec tego przyjmuje si¢, ze prawa elektrodynamiki klasycznej nie beda uwzglednione w

klasycznym opisie zderzenia reaktywnego atomu wodoru z pozytonem.



WSTEP 3

Podobne obliczenia wykonano w spos6b kwantowomechaniczny. Przeanalizowany zo-
stat dwuwymiarowy kwantowomechaniczny model atomu wodoru (poréwnany z istniejacym
podejsciem w literaturze). Dzigki przyjetym uproszczeniom bedzie mozna obserwowac
dynamiczna ewolucj¢ uktadu stosujac tatwe w interpretacji wspotrzedne kartezjanskie, za-
miast wspotrzgdnych zwiazanych ze stopniami swobody molekuty.

Cele niniejszej pracy magisterskiej obejmuja: zrozumienie przez autora technik opisu
reakcji przy pomocy pakietow falowych, wglad w przebieg czasowy zjawisk fizycznych,
uSwiadomienie sobie trudnoSci zwiazanych z tym podejSciem oraz zrozumienie koniecz-
nosci uproszczenia zatozen przyjetych w modelu. Dodatkowo celem jest takze stworzenie
programu komputerowego pozwalajacego na symulowanie tego typu zjawisk i weryfikacja
jego poprawnosci.

Zaimplementowany model numeryczny prowadzi obliczenia réwnolegle, co pozwala w

petni wykorzystywaé nowoczesne wielordzeniowe procesory.
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1. Klasyczne podejsScie do opisu zderzen

reaktywnych

1.1. Uklad fizyczny

W niniejszym rozdziale przedstawione sa obliczenia dwuwymiarowe zagadnienia zderzenia
pozytonu z atomem wodoru stosujac zasady mechaniki klasycznej. Na klasyczny uktad ,,pla-
netarny’’ zlozony z elektronu orbitujacego wokoét protonu pada pozyton. W sytuacji w ktorej
pozyton przechwyci elektron z atomu, mozna powiedzie¢ Ze nastgpila reakcja i powstata
para elektron—pozyton. Kierunek w ktérym ta para poleciata wyznacza kat rozproszenia 6.
Rozpatrywany uktad fizyczny przedstawiony jest na rysunku 1.1. W centrum uktadu
wspotrzednych znajduje si¢ proton wokoét ktérego po orbicie kotowej krazy klasyczny elek-
tron. Od prawej strony na uktad pada pozyton (oznaczony na rysunku e*), startujac w punk-
cie o wspétrzednych okreslonych przez b oraz d. Parametr b odpowiada parametrowi zde-

rzenial. Uproszczenia zastosowane w niniejszych obliczeniach sa nastepujace:

1. stosowana jest mechanika klasyczna do opisu uktadu zwigzanego oraz wolnego pozy-
tonu,

2. obliczenia sa wykonywane w dwoch wymiarach, zderzenie zachodzi w tej samej plasz-
czyZnie co plaszczyzna atomu,

3. tadunki punktowe w uktadzie zwiazanym sa ,,planetami” i maja tutaj zastosowanie
prawa Keplera,

4. poruszajace si¢ z przyspieszeniem fadunki nie emituja fali elektromagnetyczne;j,

5. elektron porusza si¢ po orbicie kotowe;.

Rozpatrywane zagadnienie to jest zderzenie reaktywne. Mozliwe sa trzy stany takiego

uktadu: (1) para elektron—proton + pozyton, (2) para elektron—pozyton + proton oraz (3)

1Gdyby pozyton poruszat si¢ po linii prostej, parametr b bylby parametrem zderzenia. Jednak tutaj pozyton
bedzie miat skomplikowang trajektori¢ i w momencie mijania centrum uktadu jego odlegto$¢ bedzie wigksza

niz b. Jednak dla uproszczenia w dalszej czeSci parametr b bedzie nazywany parametrem zderzenia.
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k"l

Rysunek 1.1: Schemat uktadu fizycznego w obliczeniach modelem klasycznych (w chwili
poczatkowej 7> jest wektorem zerowym, poniewaz proton startuje w poczatku ukfadu).

wszystkie czastki osobno. Interesujacym przypadkiem jest zmiana stanu uktadu z (1) na
(2), w takiej sytuacji zajdzie zderzenie reaktywne. Przekrdj czynny na taka reakcj¢ liczony
jest podobnie jak przekrdj czynny na zderzenie, z ta r6znica ze w rézniczkowym przekroju
czynnym dN (QQ) brane pod uwagg sa tylko te zdarzenia w ktérych pozadana reakcja zaszla.

Nastepujacy uktad réwnan opisuje zachowanie si¢ czastek poruszajacych si¢ zgodnie z

prawami mechaniki klasyczne;j:

-
—i
-

mir = k q1 gp2=2

\‘.4, ‘i

B k(hcbr Al‘

r2|

mars =k @ q3|4 f| +k g q1|f2 f‘l‘ (1.1)

3—1)

9

m3r3—kq3q1|q q|3+kq3qz F

gdzie wspdlczynnik proporcjonalnosci w uktadzie SI wynosi: k = a w jednostkach

T
atomowych wynosi k = 1. Pozostate wielkosci fizyczne przyjgte w jednostkach atomowych
podane sa w tabeli 1.1 wraz z objasnieniem ich znaczenia. Zestawienie jednostek atomowych
znajduje si¢ w zataczniku D.

Wyznaczony zostanie przekrdj czynny na reakcj¢ dla takiego uktadu fizycznego. Elek-
tron rozpoczyna swoj lot po orbicie kotowej w punkcie zaznaczonym na rysunku 1.1. Aby
uwzgledni¢ w niniejszych obliczeniach wszystkie potozenia elektronu na orbicie w momen-
cie gdy dolatuje do niej pozyton zmieniany jest parametr d, czyli odlegto$¢ w ktérej po-
zyton rozpoczyna lot. Poniewaz elektron zawsze startuje w tym samym punkcie oraz aby
chwila czasowa w ktorej pozyton dolatuje do uktadu obejmowata wszystkie mozliwe po-
tozenia elektronu na jego orbicie nalezy manipulowac odlegtoscia poczatkowa d pozytonu

od uktadu. Poniewaz poczatkowa predkos¢ pozytonu jest stata, to zakres zmian parame-
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tru d begdzie wyznaczony przez okres obiegu T elektronu na Keplerowskiej orbicie kotowe;j
pomnozonej przez poczatkowa predkos¢ pozytonu: Ad = T'V,. A wigc zakres zmian pa-
rametru d wyznaczony jest przez trzecie prawo Keplera mowiace o tym jaki bedzie okres

obiegu ,,planety” elektronu wokoét ,,planety” protonu.

Tablica 1.1: Dane poczatkowe przyjete w obliczeniach klasycznych

Wielkos¢ fizyczna warto$¢ w jedn.atomowych wartos¢ w uktadzie SI

Ladunek elektronu ¢ = -1 -1.6x107"Y C
F.adunek protonu qQ = 1 1.6x107"° C
Ladunek pozytonu g3 = 1 1.6x107"° C

Masa elektronu m = 1 9.1x 10731 kg
Masa protonu my = 1836 1.7x 107%7 kg
Masa pozytonu m3 = 1 9.1 x 1073 kg
Potozenie elektronu 7} = 0i +82.5] 0.4/ x10%m
Potozenie protonu 7 = 0i +0j 0 m
Polozenie pozytonu 73 = [130..650]i + [-500..500]; [0.7..3.5]i + £2.7] x10®m
Predkos¢ elektronu 7 = 0.117 +0j 0.24; x10°m/s
Predkosé protonu ?2 = 0i + Of 0 m/s
Predko$é pozytonu 73 = —0.117 + 0] —0.24i x10°m/s

Poniewaz w dalszej czeSci pracy wykonane zostana obliczenia z uzyciem mechaniki
kwantowej, parametry poczatkowe niniejszego klasycznego uktadu zostaty dobrane tak aby
w pewnym stopniu odwzorowac uktad kwantowy ktéry bedzie pdZniej badany. Badany
bedzie atom rydbergowski aby reakcja mogta tatwiej zachodzié, poniewaz gdy elektron jest
dalej od jadra to oddziatywanie z jadrem jest stabsze i mniej energii jest potrzebne aby ten
elektron wyrwaé z uktadu. Przyjeta orbita elektronu wynosi tyle ile w péZniej omawianym
modelu kwantowym wyniesie najbardziej prawdodpodobna odlegtos¢ elektronu od jadra tj.:
R = 82.5 ap (gdzie ap to promien orbity Bohra, por. zatacznik D). Predkos¢ padajacego
pozytonu wynosi V, = 0.11 %0 (gdzie t, to czas atomowy, por. zalacznik D). Przyjmujac
orbite kotowa, z praw Keplera, poczatkowa predkos$¢ orbitujacego elektronu wyniesie w jed-

k% ~ 0.11 f—o Parametr zderzenia b (druga wspétrzedna

nostkach atomowych: V, =
startowa potozenia pozytonu) jest zmieniany od —500 a¢ do 500 ag. Pierwsza wspotrze-
dna startujacego pozytonu (parametr d na rys. 1.1) nie jest stala (zmienia si¢ w zakresie od
130 do 650) aby uwzglednié wszystkie mozliwe potozenia elektronu na orbicie protonu w
momencie gdy pozyton doleci do uktadu. Dlugos$¢ zakresu startowego potozenia pozytonu
odpowiada okresowi orbity elektronu (z trzeciego prawa Keplera), jako predkos¢ poczatkowa

pozytonu przemnozona przez okres obiegu elektronu: V, T = V, 2r VR? ~ 520 ag
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1.2. Przekroj czynny

Podstawowa wielko$cia ktora stuzy do iloSciowego ujmowania wynikow eksperymentow

zderzeniowych jest catkowity przekrdj czynny o capkowiry, Zdefiniowany nastepujaco [2]:

do
O catkowity = fg(d_g) dQ (1.2)

gdzie:

Q) — catkowity kat brylowy,
dQ — rézniczkowy wycinek kata brytowego,
do

96 — rozniczkowy przekr6j czynny.

Uzyty w powyzszej definicji r6zniczkowy przekrdj czynny zdefiniowany jest nastgpujaco?:

do  1dN(Q)
dQ I dQ

(1.3)
gdzie:

I — gestos¢ strumienia czastek (gestoS¢ punktow startowych pozytonu w rzucie na o$ f),

dN (Q) — liczba czastek rozproszonych w kat brytowy dQ.

Powyzszy opis stosuje si¢ w modelach stacjonarnych, gdzie tarcza jest bombardowana
strumieniem czastek o pewnej gestosci. W niniejszych obliczeniach pozyton bgdzie wystrze-
liwany wielokrotnie z r6znych potozen startowych w kierunku centrum uktadu. W zwiazku z
tym gestos¢ strumienia czastek I odpowiadac begdzie ggstosci punktéw startowych pozytonu

W rzucie na oS j.

1.3. Wyniki obliczen

Uktad réwnan 1.1 zostal rozwiazany w programie mathematica dla réznych wartosci pocza-
tkowego potozenia pozytonu 73, w zakresach podanych w tabeli 1.1 zmienianych co 10 a,
czyli tacznie zostalo zbadanych 5200 przypadkéw. Gegsto$¢ strumienia czastek w rzucie
na oS f wynosita I = 5.2 % Catkowita ilo$¢ zliczen kreacji pary pozyton—elektron
wyniosta N = 891. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze model jest dwuwymiarowy, w zwiazku z
tym przekréj czynny bedzie wyrazony w ag, a nie w ag’ jakby to miato miejsce w trzech

wymiarach.

2Jest to podejScie dla modeli stacjonarnych, podczas gdy niniejsze obliczenia maja charakter dynamiczny.



1.3. WYNIKI OBLICZEN 9

Rozklad zarejestrowanych par elektron—pozyton w zaleznoSci od kata rozproszenia 6
znajduje si¢ na rysunku 1.2. Rozktad iloSci par w zaleznoSci od parametru zderzenia przed-
stawia rysunek 1.3. Rozklad zaleznosci kata 6 od parametru b przedstawia rysunek 1.4.
Widaé, ze najwigksza skutecznos¢ jest osiagana dla parametru zderzenia® b ~ 180 ag po
lewej stronie, dla ktérego najczesciej uzyskany kat rozproszenia wynosi okoto § ~ —5°.
Cztery przykladowe zderzenia dla takiego b przedstawione sa na rysunku 1.5.

Calkowity przekrdj czynny wynosi: o capowity = fQ (g—g) dQ = 171.3 ag Warto zwrocié
uwagge, ze jest to wielkoS¢ zblizona do Srednicy atomu wodoru w tym klasycznym modelu,
ktéra wynosi 2 R = 165 ay.

Z uzyskanych wynikéw widac, ze wyraZnie preferowane sa wartosci parametru zderzenia
b w ktorych pozyton oraz orbitujacy elektron poruszaja si¢ w tym samym kierunku. Jest tak
poniewaz dla takich wartoSci b wyrwanie elektronu z orbity wokét protonu jest w takiej

sytuacji najlatwiejsze.

3Parametr zderzenia b, jako odlegto$¢ od centrum zawsze jest wielkoS$cia nieujemna: b > 0
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Rysunek 1.2: 1los¢ zarejestrowanych par elektron—-pozyton w zaleznosci od kata rozproszenia 6.
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Rysunek 1.3: 1los$¢ zarejestrowanych par elektron—pozyton w zaleznosci od parametru zderzenia b.
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Rysunek 1.4: Rozkiad zaleznosci kata rozproszenia 6 od parametru zderzenia b.
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Rysunek 1.5: Przykiadowe trajektorie elektronu (niebieski), pozytonu (czerwony) oraz protonu
(zielony) uzyskane w obliczeniach modelem klasycznym. Po lewej stronie trajektorie sa wykre-
slone w ukiadzie wspotrzednych laboratorium (nieruchomy proton), po prawej stronie w ukfadzie
wspotrzednych poruszajacym si¢ wraz ze Srodkiem masy pary elektron—-pozyton. Przyjeto parametr
poczatkowy b=180, w okolicy maksimum na rysunku 1.3. Parametr d (odlegtos¢ od centrum uktadu,
por. rysunek 1.1) zmieniat si¢ nastgpujaco: (a) d = 130; (b) d = 290; (c) d = 450; (d)d = 610
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2. Rozwiazanie modelu atomu wodoro-

podobnego w dwoch wymiarach

Ponizej zostanie rozwiazany analitycznie dwuwymiarowy model atomu wodoropodobnego,

opisanego nastepujacym réwnaniem we wspotrzednych kartezjanskich:

hz 62 FLZ —>2 Zez
2m; m 2m; 7 dreo|r — 12l

Jo Gt =i i, @D
gdzie:
Fi — potozenie jadra we wspotrzednych kartezjanskich,
¥, — potozenie elektronu we wspétrzednych kartezjanskich,
m; — masa jadra,
my — masa elektronu,
e — ladunek elektronu,

Z — liczba atomowa.

Hamiltonian nie zalezy od czasu, a wigc rozwiazaniem bedzie stan stacjonarny @ (71,7)

postaci:

iEct

l,[/ (171,172,1‘) =0 (17],}72) e h, (22)

gdzie E, to begdzie catkowita energia uktadu.

2.1. Separacja ruchu wzglednego

Wprowadzona zostanie wspoétrzedna srodka masy uktadu R=iX+ fY, oraz wektor odle-

gtosci pomigdzy jadrem a elektronem 7 = ix+ fy. Spelniaja one nastgpujace zaleznosci:

23 myi’

7:71—72 _)1:R+m1-im2

ﬁ_ m1F|+m2F2 7
- mi+mp

(2.3)

13
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Po separacji ruchu srodka masy hamiltonian w nowych wspétrzednych przyjmie postaé:

A = _2v2 - 12g2 ___ze
H = 2m|Vr1 2my TRy Ameolri—ral
_ _ (g nj —»92_h_2 _v. ny _)62_ Ze?
- T 2m (V’? + my+my VR) 2my ( Vr + mp+my VR) dreo|F] (24)
__h_zﬁz_h_z*z_ Ze?
TT2MY R T 2uF T dxmeglil
gdzie:
M — masa calego uktadu M = m; + my,
p — zredukowana masa ukfadu p = ;272
Stacjonarne réwnanie Schrodingera przyjmie postaé nastgpujaca
n? - R Ze? - s
——— V23— —Vi- — | ®(7#,R) = E.® (7. R) . 2.5
(ZMR2,ur47r80|r| () C() 2.5)

Po rozdzieleniu zmiennych @ (F, ﬁ) = ‘P(ﬁ)lﬁ(?) powstana dwa zagadnienia wilasne:

R ooy o .
— Vo (R) = Ex¥ (R)

(2.6)

hz —)2 262
2u T AneglF)

)w(f) By (),
gdzie:

Er — energia kinetyczna swobodnie propagujacego atomu,
E — energia wewngtrzna atomu,

E. — catkowita energia atomu: E, = Eg + E.

Pierwsze z dwéch powyzszych réwnar to jest rtOwnanie swobodnie propagujacego atomu
(jego srodka masy) reprezentowanego przez pakiet falowy. Jego rozwiazanie znajduje si¢ w
niniejszej pracy w podrozdziale 3.3.1. W dalszym ciagu rozwiazane zostanie drugie zagad-

nienie wtasne dla ruchu wzglednego.
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2.2. Separacja skladowej momentu pedu L,

Wprowadzony zostanie uktad wspéirzednych biegunowych opisany zalezno$ciami:

{ r=+x2+y2 =7 { x =rcos(p)

2.7)
¢ = arctan (%)

y = rsin(p).

Laplacjan w takim uktadzie ma postaé nastgpujaca:

2 2 2
g 19,0 190 06 10 106" 2.8)
FTror ar r2ag? T o2 ror r2 0¢?

Réwnanie Schrodingera przyjmie postact:

(_hz(lii 1 52)_ Ze*

e Ju o) =E0 ). 29

4regr

mozliwe jest rozdzielnie zmiennych ¥ (r,¢) = R(r)¢(¢) analogicznie jak to bylo w przy-
padku tréjwymiarowego atomu Wodoropodobnego dla sktadowej momentu pedu L.. Po

2
obustronnym pomnozeniu przez =5 powstana dwa zagadnienia wlasne:

_ 2 s¢) = Poly)
Wzaﬁ‘p =1"¢(p

, s ) (2.10)
0 0 2urcZe 1 2ur°E
2 2
- R =17 Ri(r).
: or? * rar h?2 4neg r * h2 !r) /(r)

L
V2r
miarowym atomem wodoropodobnym uzyta tutaj liczba kwantowa [ ma interpretacj¢ taka

Pierwsze z dwdch réwnan ma rozwiazanie ¢(¢) = ¢'!¥, przez analogie z tréjwy-
jak standardowo przyjgta w atomie tréjwymiarowym liczba kwantowa m. Jest ona odpo-
wiedzialna za sktadowa momentu pedu L,. W dalszych obliczeniach zostanie pokazane, Ze

-n-1)<l<n-1

IDla poréwnania tréjwymiarowy atom wodoropodobny ma nastgpujaca posta¢ réwnania Schrodingera:

(10,20 1o —
(_ﬁ (r— 5t r2 (m(g) %0 sin() 2 20t 5@ 8_902)) 4ﬂ£0r)z,b (r,0,9) = EY (r,6,¢), kolorem czerwo-
nym oznaczono réznice w stosunku do wzoru 2.9.
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2.3. Rozwiazanie zagadnienia wlasnego dwuwymiarowego
atomu wodoropodobnego metoda wielomianéow Som-

merfelda

W celu rozwigzania drugiego z réwnan 2.10, nalezy przejS¢ na zmienne bezwymiarowe r —

poraz E — N wedlug ponizszych zaleznoSci:

dnegh* Np az N p . 2r
r = = -
2Zeru 2 az N @.11)
Z2 et Ez Ez '
E =— = — N = N
(4mep)? 2N2 12 2N? 2E
gdzie:
o — bezwymiarowa zmienna opisujaca odlegtos¢,
N — bezwymiarowa zmienna opisujaca poziom energetyczny,
az — promieni orbity Bohra pomnozony przez Z: az = Zag = Z 4’;‘932'3 .
E; — atomowa jednostka energii pomnozona przez Z: Ez = ZE, = Z 4n§§az,
Zamiana zmiennych R;(r) — R;(p) przebiegac bedzie nastgpujaco:
0 op 0 2Z*u 0
5 ) == p 1(p) = Ineol2N 9p Ri(p) = /3 1(p)
g (2.12)

62

G2k = B’ —pRl(P)

Po podstawieniu nowych zmiennych p, N i funkcji R;(0) do réwnania 2.10 oraz po obu-

stronnym podzieleniu przez nowo wprowadzona stata 32 powstanie nastepujace réwnanie:

% 10 1 1 2
(— ) Ri(p) =0 (2.13)

+ +
ap?> pdp p 4
Posta¢ asymptotyczna tego rownania, dla p — oo bedzie nastepujaca:
9> 1
a_pz - Z Rasympt(p) =0, (214)

wigc rozwiazanie asymptotyczne powyzszego réwnania bedzie postaci: Rygympi(p) = €27,

oczywiscie poszukiwane rozwiazanie musi by¢ kwadratowo catkowalne, czyli tylko rozwiazanie
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Rasympi(p) = e 3P nalezy bra¢ pod uwagg. Stad rozwiazanie rownania 2.13 jest postulowane

W nastgpujacej postaci:

Ri(p) = €27 p" G(p), (2.15)

gdzie o to jest poszukiwana stala, zas§ G(p) to jest poszukiwana funkcja. Warto$¢ o zosta-
nie tak dobrana aby wyeliminowa¢ czynniki % oraz #. Pierwsza i druga pochodna R;(p)

Wynosza:

0 0 1
Z-Ri(p) = - (e"f%"G(p)) = G'(p)e 2*p” + G(p) (fre‘%%““ - —e‘%pp") (2.16)
P P 2

9’ % [ _i
—_Ri(p) = —( "G )
e 1(p) g\ P (p)
= G"(p)e 2P p” (2.17)

+ G'(p) (20'6_%/);)"_1 - e_%pp”)

+ G(p) (ie_lipp‘r + aze_%pp‘r_z - o'e_%pp("_2 - O'e_%pp(’_l) .

. . . . . . _1 . . .
Po podstawieniu do réwnania 2.13 oraz podzieleniu przez e™ 2" p” powstaje rGwnanie:

. , 1 o2-1[?
pG " (p) + G (p)(—p+20 +1) +G(p) —r-5+t ,

+N) =0. (2.18)

Stad aby wyeliminowac % stata o wyniesie: o = ||, za$ rOwnanie 2.18 przybiera postac?:

4 ’ 1
PG (p) + G (P2l - p+ 1)+ G(p) (—Ill 5t N) =0. (2.19)
Funkcja G(p) postulowana jest w postaci szeregu zaczynajacego si¢ od zerowej potegi:

(o)

G(p) = ) avp”. (2.20)

v=0

ktora po podstawieniu do 2.19 daje zaleznoS¢:

o o (o] 1
y=2 y—1 v _
p;avv(v—l)p +VZ:;a,,vp (2|l|—p+1)+vzz;)avp (—|l|—§+N) =0. (2.21)

2Dla poréwnania tréjwymiarowy atom wodoropodobny ma nastgpujaca postaé tego réwnania:
pG"(p)+ G (P2U+1) - p)+G(p) (=(I+1)+2Z) =0.
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Po zmianie numeracji wskaznikow sumowania oraz wylaczeniu czynnika p” wychodzi:

- 1
Zp" (a,,+1 (v+ v+ +DHQII+1)) —a, (v + 1] + 5" N)) = 0. (2.22)
v=0

Aby wielomian ten byt réwny zero, wyrazy przy wszystkich jego potg¢gach musza by¢ ze-
rowe, powstaje wigc zalezno$¢ pomigdzy dwoma kolejnymi wyrazami szeregu, nazywana

regula rekurencyjna Sommerfelda:

v+l +5-N
D oF D2+ 1)

Ays1 = (2.23)
Proporcja dwoch kolejnych wyrazéw w szeregu 2.20 dla v — oo jest taka sama jak w

o p
n=0 n!"*

na ktéryms$ wyrazie aby rozwiazanie 2.15 bylo kwadratowo catkowalne. Stad licznik w

przypadku funkcji e = }; Oznacza to, ze sumowanie szeregu 2.20 musi si¢ urwac
powyzszym réwnaniu musi w pewnym momencie wynosi¢ zero. W ten sposéb wszystkie
nastgpne wyrazy w szeregu beda zerowe i rozwiazanie staje si¢ wielomianem. To oznacza,

ze dla pewnego v € N musi zachodzi¢:

1
v+|l|+5—N:0. (2.24)

Po wprowadzeniu oznaczenian = N + % powstaje zaleznos¢:

v+lll-(n-1)=0, (2.25)

poniewaz v € N, to liczba n b¢dzie numerowata kolejne poziomy energetyczne atomu, oraz

liczba kwantowa [ musi spetnia¢ zaleznos¢:

n>1
{ (2.26)

/] <n-1.

Widaé wigc, ze liczba kwantowa [ w dwuwymiarowym modelu atomu wodoru petni rolg
liczby kwantowej m z tréjwymiarowego rozwiazania atomu wodoru. Po zastosowaniu po-
wyzej uzyskanych wynikéw we wzorze 2.11 widaé, ze poziomy energetyczne beda postaci:

E, = —ﬂ. (2.27)
2u a(% (n - %)2
Nalezy zwréci¢ uwage, ze stowarzyszone wielomiany Laguerre’a postaci Lg(p) stanowia

rozwigzanie nast¢pujacego rownania [5]:

PLY"(p) + (y + 1= p)LY'(p) + 5L} (p) = 0, (2.28)
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Wigc poszukiwane rozwiazanie ¥ (r,¢) = R;(r)¢(¢) zagadnienia 2.9, z uzyciem podsta-

wien 2.11 oraz 2.15 bgdzie mialo nastgpujaca postaé:

il 2
Ui, 9) = =Ry | ——— (229)
27T (l’l - z) ao
gdzie:
R,; — funkcja orbitalna: R,;(p) = me‘% %(p)'”lﬂam_l(p),
2

LY — uogdlnione wielomiany Laguerre’a n-tego stopnia, rzedu p,
n — gléwna liczba kwantowa, okreSlajaca poziom energetyczny atomu: n > 1,

| — poboczna liczba kwantowa, okreslajaca orbitalny moment pedu L., odpowiadajaca

liczbie kwantowej m w trojwymiarowym atomie wodoru: |/| < n — 1.

2.4. Para elektron—pozyton

Uktad utworzony z pary elektron—pozyton opisany jest analitycznie tymi samymi wzorami
co atom wodoru. W tym przypadku jedyna réznica jest taka, ze pozyton petniacy w tych

rownaniach rol¢ protonu ma mas¢ réwna masie elektronu. W zwiazku z tym do wzoru 2.3:

R) _ m171+m272
- mi+my

bedzie iloczynem stanéw wiasnych pozytonium ¢ () z funkcja falowa opisujaca swobodna

nalezy wstawié¢ mas¢ m; = my = m,. Funkcja falowa @ (7, ﬁ) = T(ﬁ)w(ﬂ

propagacj¢ pozytonium (pakiet falowy) ¥ (R), wedlug wzoru 2.6. Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze

we wzorze 2.27 masa zredukowana wyniesie u = 5¢, stad:

(2.30)

En,pozytonium = - N2
me, 61(2) (}’l - 5)
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3. Numeryczna metoda rozwigzywania
zaleznego od czasu rownania

Schrodingera

Aby znaleZ¢ przebieg ewolucji uktadu kwantowego nalezy rozwiazaé réwnanie Schrodin-
gera zalezne od czasu:
. Oy

ih—- = Hy. (3.1

Do jego propagacji w czasie, gdy hamiltonian H # H(r) jest niezalezny od czasu, potrzebny

jest poczatkowy stan uktadu o (¢ = tg). W takim wypadku rozwiazanie przyjmuje postac:
W+ AN = e Ty = DAY, (3.2)

gdzie U(Ar) = et jest operatorem ewolucji.

Ponizej zostanie on przedstawiony w bazie wielomianéw Czebyszewa.

3.1. Metoda H. Tal-Ezera i R. Kosloffa

Metoda rozwiazywania rownania Schrodingera zaleznego od czasu z uzyciem wielomianow
Czebyszewa zostata opracowana przez H. Tal-Ezera oraz R. Kosloffa w roku 1984 [13].
Zostata ona wybrana poniewaz w poréwnaniu z innymi metodami pozwala na uzyskanie
wynikéw obarczonych matym btgdem numerycznym nawet przy bardzo duzych krokach
czasowych, dla H # H(r). Polega ona na przedstawieniu operatora ewolucji w dziataniu na

stan (7, t):

[o0)

A0 =y = > are (Buom) ¥(F.0) (3.3)

k=0
w bazie wielomianéw Czebyszewa T (por. zatacznik C, strona 63). Aby wykona¢ to prawi-

dtowo nalezy:

1. Przeksztatcié hamiltonian H na H,,,,., w taki sposéb aby zakres jego wartosci wla-

snych znajdowat si¢ w przedziale A € [-1,1].

2. Znalez¢ wspétczynniki ay.

21
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Wielomiany Czebyszewa Ty (ICI,,O,,,,) sa tutaj operatorami, w zwiazku z tym relacja rekuren-
cyjna C.2 (str. 63) dla k > 2 musi by¢ wykorzystana w dzialaniu na funkcje falowa (7, 1),

wedlug wzoru 3.11.

3.1.1. Normalizacja hamiltonianu

Jezeli warto$ci wlasne hamiltonianu H znajduja sie w przedziale od E i, do Epqy to nastepujace;

postaci hamiltonian znormalizowany ﬁnorm bedzie miat wartosci wlasne w przedziale [—1, 1]:

) ﬁ — Emin
Hnorm = 2m - 1 (34)

Aby uprosci¢ dalsze wyprowadzenia wprowadzone zostana nast¢pujace oznaczenia:

R = % (Emax — Emin)

" (3.5)
G :f %Emin,
wtedy H,,,,,» mozna zapisa¢ w postaci:
R AtH R
norm = = — |1 ——= 3.6
hR ( G) (36)

3.1.2. Wyznaczenie wspoltczynnikow a;

W celu wyznaczenia wspotczynnikéw ay nalezy skorzysta¢ z warunku ortogonalnosci wie-
lomianéw Czebyszewa (wzor C.3, podany na stronie 63) oraz z réwnania 3.3 (oznaczonego

ponizej kolorem czerwonym), w zapisie formalnym (4 € [-1,1]):

fl Tk(/l)(zio;j:() AamTm (/l)) d(d) = : Tk(/l)(eiilfl) d(Q) (3.7)

| JI= ()2 Ja 1o

z lewej strony powstaje delta Kroneckera, a wigc ay, z prawej strony powstaje catka ozna-

czona (po uwzglednieniu wyrazu @ wynikajacego ze wzoru C.3):

2—6r0 ! Ti()e 7
ay = (). (3.8)
e -1 1 — (/1)2
Z zaleznosci we wzorze 3.6 ( e‘iﬁhm = e_i(Rﬁ””’"“+R+G) ), wynika ze:

~i(R+G) 2-6k0 (! Te()e " RY an .
4 -1 /1= (2)?

= (2= 6;0)i* L (R) por. [13], wzér 2.7

(3.9)

ap = e
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gdzie powyzsza catka oznaczona daje si¢ zapisaé z uzyciem funkcji Bessela pierwszego

rodzaju Ji (R), rzedu k w punkcie R. Zatem wspétczynnik a; wynosi:
ap = e "R 2 — 5. )ik T (R). (3.10)

Funkcje Bessela posiadaja istotna cechg, ze dla k > R ich warto$¢ maleje wyktadni-
czo. Oznacza to, ze szereg 3.3 jest bardzo szybko zbiezny po numerycznym wyznacze-
niu okre$lonej iloSci elementéw szeregu. W niniejszej pracy warunkiem korca petli jest
aby |ax| < 10°€, gdzie € jest najmniejsza liczba w reprezentacji numerycznej 32-bitowego
zmiennoprzecinkowego typu double i wynosi € = 10739, Ze wzgledu na wspomniany za-
nik wyktadniczy nie byto sensu uzywa¢ mniejszej niz dostepna w komputerze 32-bitowe]
precyzji obliczeri, gdyz np. uzywanie 107'° zamiast 10739 skutkowatoby liczeniem tylko
kilku ostatnich wyrazéw w szeregu mniej, w ktérym catkowita ilo§¢ wyrazow jest zwykle

rzgdu kilkuset lub nawet kilku tysigcy.

3.1.3. Zastosowanie FF'T do obliczenia operatora ewolucji

Stosujac relacje rekurencyjna C.2 funkcja stanu w nastgpnej chwili czasowej moze zostac

wyznaczona poprzez:

[o0)

W+ A = U@ F 1) = D acTi(Buorm)y (7,1)

k=0
= aOTO(ﬁnorm)w(F’t) + (llTl (I:Inarm)w(f)’t) + aZTZ(ﬁnorm)w(Fat) +... (3] ])

= 4ao 1¢(F’I) +daq I:\Inorm'vl’(f)’t) +ds (2ﬁnormle(F’t) - TO'J’(FJ)) +...
—_———— —— —
=Toy (71 =Ty (71 =T (71)

Hamiltonian posiada czton kinetyczny oraz potencjalny, czton kinetyczny w reprezenta-

cji polozeniowej zawiera pochodna przestrzenna:

2

H = iV2 + V(). (3.12)
2m

Zastosowanie transformaty Fouriera pozwala numerycznie bardzo szybko, oraz doktad-
nie obliczy¢ druga pochodna, przyktadowo wzdtuz kierunku x (wektor 7 = ix + fy + Kz, lub

7 =ix + jy, zaleznie od ilo§ci wymiarow):

Py F) 0% [ 1 f‘” 5> e oo
= k,t)e" dk
o7 axz(\/—zﬂ ene )

=y (F)=F (F (v (FD)) (3.13)

= f —kf% f Y@ dr R AR = F(-kPF (W)




24 ROZDZIAL 3. NUMERYCZNA METODA ROZWIAZYWANIA ...

Pochodne wzdtuz pozostatych kierunkéw przestrzennych sa niezalezne, w zwiazku z tym:

VAy(F.) = F (-2F ((F.0)). (3.14)
gdzie:
¥ — transformata Fouriera: F (y(7,1)) = \/%_ﬂ £:¢(7,t)e_i£'7dfz w(k,1),

- 1 o - P
-1 — odwrotna transformata Fouriera: F ! (w(k,t)) = — f w(k,0)e*" dk =y (7,1).
V27 J -0

Biorac pod uwage postaé¢ H,,,,, (wz6r 3.6) jawny wzér na funkcje stanu w kolejnym

kroku czasowym bedzie wygladat nastgpujaco:

WPt + At) = ag ly(F,t)
N——
=Tow (71)

+a; (ﬁﬁw(F r) — (1 - 5) (7 t))

IR G (3.15)

=T l/’(FJ)

+as (2 (%ﬁle(F,t) - (1 - g) le(’?’t)) - TOW(FJ)) +...

:Tzl/’(?st)

W powyzszym wzorze pochodne przestrzenne, znajdujace si¢ w hamiltonianie H sa li-
czone przy pomocy szybkich transformat Fouriera (FFT) 3.14. Aby uzyska¢ kolejny wy-
raz szeregu w petli liczacej pamigtane sa tylko dwa poprzednie wyrazy Ty_jy (¥,t) oraz
Ty oy (7,t). Czynnik e "R+ 7 g, (wzér 3.10) jest wylaczony przed szereg, aby nieco

przyspieszy¢ obliczenia.

3.1.4. Dyskretyzacja

Aby prowadzi¢ obliczenia na komputerze nalezy funkcj¢ stanu przedstawi¢ w postaci dys-
kretnej w pamigci komputera. Odpowiedni dobdr siatki staje si¢ waznym zagadnieniem.
Doktadna analiza tego problemu znajduje si¢ w [6]. Reprezentacja funkcji falowej na siatce

moze by¢ formalnie zapisana jako:

Y1) = Y(i,t)) (3.16)

Nalezy dobra¢ odpowiednia siatk¢ zaroOwno w reprezentacji potozeniowej jak i reprezen-
tacji pedowej, szacunki te oparte sa na twierdzeniu o wiriale [6]: T}, = ngax, gdzie n

to potega w jakiej wystgpuje wspoétrzedna potozenia we wzorze opisujacym potencjat. Z ta
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réznica, ze wykorzystywane sa nie wartosci Srednie, lecz wartoSci maksymalne. Przykta-

dowo dla potencjatlu oscylatora harmonicznego:

) 2 2 272
Vharmam’czny — mw (L) — M 3.17)

max > \2 3 )
gdzie:
L — catkowity rozmiar siatki (Zrédto potencjatu znajduje si¢ w potowie dtugosci siatki),
Ax — krok siatki,

N — liczba weztow siatki.
Oraz dla maksymalnej wartoSci energii kinetycznej wynoszacej:

2 2.2
_pmax_ h™n

Thur = = 3.18

T dm T 2mAx2 (3-18)
gdzie:
Pmax — maksymalny ped mozliwy do opisania na siatce: pyqx = hkpax = h li: - = %,
Amin — minimalna dlugos¢ fali na siatce: A,,;, = 2Ax,

m — masa opisywanej czastki.
W oparciu o twierdzenie o wiriale (7,4 = %Vma x) optymalny krok siatki wyniesie:
h
Axopt = m (319)
Podobnie dla potencjatu coulombowskiego
1 1

"~ dmegr  4meg %’
aby uzyska¢ maksymalna wartoS¢ potencjatu w miejsce odlegtoSci r wstawiana jest potowa

kroku siatki Ax. Wtedy optymalny krok siatki wyniesie (z rownania T}, = —%Vma ¥

AXopr = . (3.21)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wstawianie potowy kroku siatki Ax aby otrzymac maksymalna
warto$¢ potencjatu jest przyblizeniem dla potencjatu coulombowskiego, ktéry dazy do oo.
Aby ten problem rozwiazaé Kosloff (por. [6], str. 39) proponuje zastosowanie wspoirzednych
krzywoliniowych zageszczonych wokoét tego punktu, przy czym transformaty Fouriera sa
odwzorowane przy pomocy tensora metrycznego Riemanna. Metoda ta jeszcze nie zostata

zaimplementowana w niniejszej pracy, zamiast tego aby unikna¢ dzielenia przez zero punkt
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Zrédta potencjalu umieszczany jest w potowie odleglosci pomigdzy weztami siatki (stad w
powyzszych wyliczeniach jako minimalna odlegtos¢ przyjeto % .

W przypadku gdy w trakcie obliczen siatka okaze si¢ zbyt rzadka mozna ja zagegscié w
spos6b nastgpujacy (por. [6], str. 25). Funkcja falowa na N—punktowej siatce jest przed-
stawiana w reprezentacji pgdowej przy pomocy transformaty Fouriera. Nast¢pnie siatka
jest rozszerzana symetrycznie, gdzie dodatkowe punkty (odpowiadajace bardzo wysokim
czgstotliwo$ciom) otrzymuja warto$¢ zero. Odwrotna transformata Fouriera zwigkszy gestos¢
siatki w przestrzeni potozeniowej bez dodawania jakiejkolwiek nowej informacji do funkcji

falowe;.

3.2. Implementacja numeryczna

Powyzszy algorytm zostal zaimplementowany w jezyku C++ jako modul obliczeniowy w
programie YADE [7,8,11,12] 1. Najwazniejsza cz¢S¢ programu liczaca sumg¢ szeregu 3.3
znajduje si¢ w pliku program/pkg/qm/SchrodingerPropagator.cpp na CD-ROMie.
Wybrane fragmenty tego pliku, czytelniejsze i z dodatkowymi komentarzami znajduja si¢
na listingach A.1 oraz A.2 na stronie 55.

Program jest uzywany za posrednictwem skryptéw napisanych w jezyku python, w kt6-
rych konstruowana jest dana symulacja poprzez dodawanie czastek (reprezentowanych przez

wybrane funkcje falowe) oraz potencjatéw z ktérymi te czastki maja oddziatywac.

3.3. Weryfikacja

Przed przystapieniem do obliczen zderzenia reaktywnego pozytonu z atomem wodoru wy-
konana zostala weryfikacja zaimplementowanej metody obliczeniowej poprzez poréwna-
nie wynikéw numerycznych z wynikami analitycznymi. Blad obliczen zostat zdefiniowany

nastgpujaco:
biqd(t) = f |wanalityczne(’7at) - wnumeryczne (F,t)|2 ar (322)

Wyniki analityczne zostaly réwniez zweryfikowane w programie mathematica, aby uzyskaé
pewnos¢ ze prawidtowe wzory sa wprowadzane do programu w C++. Ponizej wymienione
sa rozwiazania ktére zostaty uzyte do weryfikacji programu. Kazdemu z tych rozwiazan

towarzyszy wykres btgd(t). Wnioski z pordwnania sa oméwione w podrozdziale 3.4.

Petny kod Zrédtowy programu znajduje si¢ na zataczonym CD-ROMie w katalogu program/pkg/qm, zas
jego najnowsza wersja znajduje si¢ pod adresem https://github.com/cosurgi/trunk. Program mozna
skompilowac¢ i zainstalowaé¢ wedtlug instrukcji na stronie https://yade-dem.org/doc/installation.

html , z jedna tylko modyfikacja, ze nalezy takze zainstalowaé biblioteke¢ 1ibfftw-dev.
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3.3.1. Swobodnie propagujacy pakiet falowy dwu- i trojwymiarowy

Swobodnie propagujacy gaussowski pakiet falowy w jednym wymiarze opisuje wzor [3]:

exp | — m(x—xg)2+ia%ky (koh(t—tg)—2m(x—xg))
p 2am+2ih(i~to)
'J’Gauss(x,xo’t,to, ko’m’a’h) = . (323)

\/ \/;(a + m(;;f()))

Pakiet gaussowski dla wyzszej liczby wymiaréw uzyskany jest przez mnozenie ze soba

pakietéw jednowymiarowych. Jego implementacja w jezyku C++ znajduje si¢ w pliku na
zataczonym CD-ROMie program/pkg/qm/QMPacketGaussianiave. cpp?. Listing w za-
taczniku A.4 pokazuje skrypt w programie YADE uzyty do zweryfikowania obliczen 2D.

Ponizej sa podane parametry dla ktérych przeprowadzono weryfikacje:

Tablica 3.1: Parametry przyjete do weryfikacji obliczen propagujacego pakietu gaussowskiego

Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 3
siatka 512 x 384 160 x 128 128 x 256 x 128
rozmiar [ag] 2400 x 1800 600 x 480 100 x 150 x 100
krok siatki [agp] Ax =Ay =468 Ax=Ay=375 Ax=Az=0.78,Ay =0.58
liczba falowa | | k=-0.127 k=-0.127 k=04i+27
szerokos$¢ pakietu [ag] a=50i+50; a=30i+30; a=15i+2j+15k
X0 xo = =200 j x0=207 x0=0
to to = 4000 to = 1100 to=0
krok czasowy At At =100 At = 80 At =1

Rysunek 3.1 pokazuje pakiet falowy w dwdéch wymiarach w trakcie propagacji. Rysu-
nek 3.2 pokazuje izopowierzchni¢ czesci rzeczywistej trojwymiarowego pakietu falowego.

Wykresy 3.3 pokazuja obliczony bigd(t) dla poszczegdlnych zestawdéw. Widaé ze duza
siatka w zestawie 1 pozwala na uzyskanie btedu rzedu 1072°. Jednak ze wzgledu na ogra-
niczenia co do iloSci dostgpnej pamigci RAM obliczenia numeryczne zderzenia reaktyw-
nego pozytonu z atomem wodoru zostang wykonane dla mniejszej siatki na ktérej pakiet fa-
lowy pozytonu bgdzie opisany parametrami z Zestawu 2, widaé ze doktadno$¢ jest mniejsza,
lecz wciaz jest zadowalajaca. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze parametr top w Zestawie 2 wynosi
to = 1100, oznacza to ze pakiet falowy najpierw si¢ zbiega, a dopiero po osiagnieciu chwili
to zaczyna si¢ rozbiegaé. Zabieg taki zostat podyktowany koniecznos$cia utrzymania catosSci
pakietu falowego wewnatrz nieduzej siatki obliczeniowej 160 X 128. Jednocze$nie chwila #¢
zostala tak dobrana, aby maksymalna amplituda pakietu falowego miata miejsce w poblizu

jadra. Wybor ten jest doktadniej uzasadniony na stronie 44 oraz rysunku 4.1.

2Weryfikacja poprawnoS$ci rozwiazania analitycznego w programie mathematica znajduje si¢ w pliku
y Ja pop y g prog jduj p

weryfikacja/MGR_351_pakiet_swobodny.nb
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(b)

Rysunek 3.1: Dwuwymiarowy pakiet falowy w trakcie propagacji dla parametrow z Zestawu 2:
(a) Wykres rozkladu gestosci prawdopodobienstwa: |G auss (7, 0%
(b) Kolor niebieski: Re (YGauss (F,1)), kolor czerwony: Im (Y Gauss (F»t))

Rysunek 3.2: Izopowierzchnia (czyli zbior punktéw o tej samej wartosci, tutaj wynoszacej 107*)
czesci rzeczywistej tréjwymiarowego pakietu falowego w trakcie propagacji dla parametrow z Ze-
stawu 3. Izopowierzchnia rozktadu gestosci prawdopodobieristwa nie jest pokazana na rysunku, po-
niewaz jest to tylko kula.
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Rysunek 3.3: Blad obliczeri numerycznych propagacji pakietu falowego:
(a) Zestaw 1; (b) Zestaw 2; (c) Zestaw 3
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3.3.2. Oscylator harmoniczny jedno- (1D), dwu- (2D) i tréjwymiarowy (3D)

Rozwiazanie rownania Schrodingera dla liniowego oscylatora harmonicznego:

2 02 mx2w? ha_w

_ + =1 324
mo’ t T2 VT (.29
jest nastepujace:
4 mw R
'J’harmoniczny(X,n,m,U-), h,t) = —H'Hn (x m_];l)) e_x (zn’;w) e_lEhnt, (3.25)
"n!
gdzie:

H, — wielomiany Hermite’a n-tego rzedu,
E, — energia n—tego poziomu oscylatora: E,, = hw (n + %),
m — masa czastki,
w — czestotliwosé.
Sprawdzenie powyzszego rozwiazania w programie mathematica znajduje si¢ na listingu
w zalaczniku A.33. Rozwiazanie oscylatora w wyzszej liczbie wymiaréw zostato uzyskane

poprzez przemnozenie przez siebie rozwiazan 1D. Weryfikacja algorytmu numerycznego w

programie YADE zostata wykonana dla 1D, 2D oraz 3D, z uzyciem ponizszych parametrow:

Tablica 3.2: Parametry przyjete do weryfikacji obliczen oscylatora harmonicznego

Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 3
siatka 1024 64 x 128 64 x 64 x 64
rozmiar [ag] 40 20 x 30 6x72x7.8
krok siatki [ag] Ax =0.04 Ax=031,Ay=024 Ax=0.1,Az=0.11,Ay =0.12
poziom oscylatoran n =15 ne=0,n,=1 ne=2n,=1,n,=0
krok czasowy At At =100 Ar=10 At =1

Rysunek 3.4a przedstawia rozktad gestoSci prawdopodobienstwa oscylatora w dwdch
wymiarach, rysunek 3.4b przedstawia izopowierzchni¢ rozktadu gestosci prawdopodobien-
stwa oscylatora 3D. Gdzie izopowierzchnia jest to zbidr punktow o tej samej wartosci (tutaj
zostato przyjete 107).

Wykres 3.5 przedstawia bigd(t). Widac, ze dla duzych siatek (1D oraz 2D) biad jest
rzedu 10726 i akumuluje sie gdy wykonywane sa kolejne kroki obliczeniowe, natomiast dla

mniejszej siatki (obliczenia 3D) btad jest rzedu 107°.

3Weryfikacja znajduje si¢ takze w pliku: weryfikacja/MGR_352_oscylator_harmoniczny.nb, oraz

implementacja w programie YADE znajduje si¢ w pliku program/pkg/qm/QMPacketHarmonicEigenFunc. cpp
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(a) (b)

Rysunek 3.4: Oscylator harmoniczny: (a) Wykres rozkiadu gestoSci [narmoniczny (7,1)|?, para-
metry wg. zestawu 2; (b) Izopowierzchnia gestosci prawdopodobieristwa funkcji falowej oscylatora

2 .
, W trzech wymiarach, parametry wg. zestawu 3
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Rysunek 3.5: Biad obliczen numerycznych ewolucji oscylatora harmonicznego:
(a) Zestaw 1; (b) Zestaw 2; (c) Zestaw 3;
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3.3.3. Atom wodoru jedno-, dwu i trojwymiarowy

Rozwiazanie rownania Schrodingera dla jednowymiarowego modelu atomu wodoru:

hZ 82 q2 aw
5 - =ih— 3.26
2u szl’l’ 4n80|x|¢ "o (3.26)
jest nastepujace [9]:
iEnt
'J’wodorlD,p(X, n,ap,t) = nLaoRp (’12_;(0) e "h 3.27)
iEnt °
'J’wodorlD,np(X,n,ao,t) = 4/ nLaOR”P (nZ_‘)lcO) e " ho
gdzie:
R, — funkcja orbitalna parzysta: R,(z) = #L;—NZD(% 1z,
R, — funkcja orbitalna nieparzysta: R,,(z) = ﬁLi_](M)e—% Z,

L} — wielomiany Laguerre’a n-tego stopnia pierwszego rzedu,

. . . . . _ hz

E, — energia n—tego poziomu jednowymiarowego atomu wodoru: E, = ~Sem
.o, . 2

ap — promiefi orbity Bohra: ag = %,

mpmy
my+my°

1 — masa zredukowana: u =

n — gléwna liczba kwantowa, okreSlajaca poziom energetyczny atomu: n > 1.

Rozwiazanie réwnania Schrodingera dla dwuwymiarowego modelu atomu wodoru zostato

wyprowadzone w rozdziale 2 na stronie 13 1 jest nastgpujacej postaci [14]:

rodorap g luaont) = Ry [ 2| 5 (3.28)
dor2D r’ ¢7n7 7a0’t = ,l e h .
wodo 27T n (n _ %) a0

gdzie:

. . _p —|l]+n=1)! 2|1
Ryy — funkeja orbitalna: Ry(p) = t=5-e™ it (0121, (o)

L — uogélnione wielomiany Laguerre’a n-tego stopnia, rzedu p,

_n
2u a(z)(n—%)2 ’

n — gléwna liczba kwantowa, okreSlajaca poziom energetyczny atomu: n > 1,

E,, — energia n—tego poziomu atomu wodoru: E, = —

| — poboczna liczba kwantowa, okreslajaca orbitalny moment pedu L., odpowiadajaca

liczbie kwantowej m w trojwymiarowym atomie wodoru: |/| < n — 1.
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Rozwiazanie réwnania Schrodingera dla tréjwymiarowego atomu wodoru jest nast¢gpujace:

iEnt

'J’wodor3D(r, ‘)D’ 0’ n’l’m’ t) = Rl’l,l (r) Y[m (0? SO) e_ h

(3.29)

2_2)3 (n=1=1)! ,~3 (ZZr)l 20+1 (ZZr)
nagp 2n(n+l)! nap n—-l-1\nap )’

R,; — funkcjaradialna: R,;(r) = (
L — uogélnione wielomiany Laguerre’a n-tego stopnia, rzedu p,

Y — harmoniki sferyczne,

. . 2 12
E, — energia n—tego poziomu atomu wodoru: E, = —ziT’}nz,
0

n — gléwna liczba kwantowa, okreSlajaca poziom energetyczny atomu: n > 1,

| — orbitalna (poboczna) liczba kwantowa, okreslajaca kwadrat momentu pgdu [? dla:

0<l<n-1.

m — magnetyczna liczba kwantowa, okre§lajaca moment pedu L. dla: |m| < [.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze sa to rozwiazania ruchu wzglednego, gdzie odlegtosé pomigdzy
jadrem a elektronem jest wyrazona we wspotrzednych biegunowych. Zaimplementowany
algorytm numeryczny operuje w kartezjanskim ukladzie wspétrzgdnych a wigc wykonane

zostato przejScie pomigdzy uktadami:

r=+x2+y? x = rcos(p)

(3.30)
¢ = arctan (%) y = rsin(¢)

Implementacja powyzszych funkcji dla wodoru jedno-, dwu- oraz tr6jwymiarowego znaj-
duje si¢ w pliku program/pkg/qm/QMPacketHydrogenEigenFunc. cpp* na CD-ROMie.
W tabeli 3.3 sa podane parametry dla ktorych przeprowadzono weryfikacje.

Rysunek 3.6 przedstawia pogladowo kilka wybranych orbitali dwuwymiarowego mo-
delu wodoru. Wida¢, ze w zaleznos$ci od wartos$ci orbitalnego momentu pedu / zmienia si¢
ilos¢ widocznych na rysunku krggéw utworzonych z lokalnych maksiméw rozktadu gestosci
prawdopodobienstwa, jednocze$nie dla niskich / prawdopodobienstwo w centrum jest znacz-
nie wyzsze i zlokalizowane na mniejszym obszarze.

Rysunek 3.7 przedstawia orbital dwuwymiarowego modelu atomu wodoru taki jaki zo-
stanie uzyty w obliczeniach zderzenia reaktywnego pozytonu z atomem wodoru, wedtug

parametréw w zestawie 2 w tabeli 3.3.

4Sprawdzenie powyzszych rozwigzan analitycznych w programie mathematica znajduje si¢ na zataczonym
CD-ROMie w plikach: weryfikacja/MGR_353_wodor1D.nboraz weryfikacja/MGR_353_wodor2D.nb



34 ROZDZIAL 3. NUMERYCZNA METODA ROZWIAZYWANIA ...

Tablica 3.3: Parametry przyjete do weryfikacji obliczen atomu wodoru

Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 3
siatka 8192 160 x 128 256 x 256 x 256
rozmiar [ag] 240 600 x 480 60 x 72 x 78
krok siatki [ag] Ax=0.03 Ax=Ay=375 Ax=0.23,
Ay =0.28,
Az =03
poziom energetyczny =2 n=38,1€[0, 77 n=2,l=1,m=0

potozenie protonu [ag] 7, = 0.015 i Fp=5 i +60 f 7p=0.11 i
+0.14 7+ 0.15k
krok czasowy At At =1 At =80 At =0.2

Rysunek 3.8 przedstawia jako dla poréwnania kilka wybranych orbitali tréjwymiarowego
atomu wodoru.

Wykres 3.9 pokazuje obliczony bfgd(t) dla parametrow z Zestawu 1. Znacznie wigkszy
btad wystepuje gdy Zrédto potencjalu pokrywa si¢ z weztem siatki 1 wystgpuje problem
dzielenia przez zero. W tym weZle warto$¢ potencjatu ustawiana jest na zero i btad jest
ponad 10x wigkszy niz w przypadku gdy Zrédto potencjatu znajduje si¢ w potowie odlegtosci
pomiedzy weztami siatki.

Wykres 3.10 pokazuje obliczony bigd(t) dla parametréow z Zestawu 2, dla wszystkich
mozliwych orbitalnych momentéw pedu /. Wyraznie widoczna jest zaleznos¢, ze im mniej-
sze [ tym wigkszy jest blad. Bierze si¢ to stad, ze kartezjaniski uktad wspétrzednych nie jest
dostosowany do potencjatu coulombowskiego (Kosloft proponuje stosowanie wspotrz¢dnych
biegunowych lub krzywoliniowych [6], wraz z tensorem Riemanna). Dla niskich / nast¢puje
silna koncentracja prawdopodobiefistwa w centrum w postaci pikéw, ktére sa wyraznie wi-
doczne na rysunku 3.7b (zaréwno wartosci rzeczywiste jak 1 wartos$ci urojone tworza piki).
Piki takie po przejsSciu do reprezentacji pgdowej poprzez transformacj¢ Fouriera generuja
bardzo wysokie czg¢stotliwosci, a to oznacza ze siatka musi by¢ bardzo duza aby tych czg-
stotliwosci nie ucia¢. Wykres 3.10 pokazuje zatem co si¢ dzieje z obliczeniami, gdy te
wysokie czgstotliwosci sag wycinane. Pierwotnie obliczenia zderzenia pozytonu z atomem
wodoru miaty by¢ wykonywane dla [ = 0. Wskazane byloby zwigkszenie siatki, jednak nie-
stety ograniczenia co do ilosci dostgpnej pamigci RAM w komputerze na to nie pozwalaja.
W zwiazku z tym zderzenie pozytonu z atomem wodoru zostanie policzone dla wysokiego
I = 5, gdyz wartos¢ bledu rzedu 107> zostala uznana za wystarczajaco mata.

Wykres 3.11 pokazuje obliczony bigd(t) dla tréjwymiarowego atomu wodoru wedtug

parametréw z zestawu 3. Btad jest stosunkowo duzy, poniewaz zostata uzyta nieduza siatka.
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(a) (b) (c)

Rysunek 3.6: Przyktadowe rozktady gestosci prawdopodobienistwo stanéw stacjonarnych dwuwy-
miarowego modelu wodoru:
@n=8,1=0;b)n=8,1=2;(c)n=8,1=5;

(a) (b)

Rysunek 3.7: Rozkiad gestosci prawdopodobienistwa stanu atomu 2D wybranego do dalszych ob-
liczen, parametry wg. zestawu 2 dla | = 5: (a) rozkiad gestosci prawdopodobienistwa; (b) czegs¢
rzeczywista (kolor niebieski) oraz czgs¢ urojona (kolor czerwony) funkcji talowej

>0 Ups

(a)

Rysunek 3.8: Przyktadowe rozklady gestosci prawdopodobieristwo stanéw stacjonarnych wodoru
tréjwymiarowego (izopowierzchnie gestosci prawdopodobienstwa dla wartosci 10°): (@n=4,1=
2m=0;(b)n=4,1=3, m=0;(c)n=4,1=3, m=1;
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Rysunek 3.9: Btad obliczeri numerycznych ewolucji stanu stacjonarnego jednowymiarowego modelu
wodoru:
(a) Zestaw 1;
(b) Zestaw 1, z ta réznica ze potencjal jest umieszczony w zerze i pokrywa si¢ z wezlem siatki —
wystepuje problem dzielenia przez zero, wartos¢ potencjatu w tym punkcie ustawiana jest na zero.
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Rysunek 3.10: Btad obliczeri numerycznych ewolucji stanu stacjonarnego dwuwymiarowego modelu

wodoru, wedlug parametrow w zestawie 2. Blad dla ré6znych wartosci orbitalnego momentu pedu [
pokazany jest na skali logarytmicznej.
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Rysunek 3.11: Biad obliczen numerycznych ewolucji stanu stacjonarnego wodoru tréjwymiarowego,
wedlug parametrow w zestawie 3.
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3.3.4. Swobodnie propagujaca para elektron—-pozyton

Analityczne rozwiazanie dla swobodnie propagujacego pozytonium uzyskuje si¢ poprzez
przemnozenie rozwigzania analitycznego dla pozytonium przez rozwiazanie analityczne dla
swobodnie propagujacego pakietu (por. Rozdziat 2, strony 14-19). Aby uzyskaé funkcje
falowa we wspoétrzednych kartezjanskich, na ktérych pracuje zaimplementowana metoda,
nalezy przejs¢ ze wspotrzednych biegunowych (wzér 3.30) do wspétrzednych kartezjan-

skich w ktérych pozytonium porusza si¢ jak gaussowski pakiet falowy. Transformacja jest

nastgpujaca:
F=7 P Fi= R+ -r
e (3.31)
D _ m1F|+m2F2 > _ D m17
R = mi+myp r= mi+my
gdzie:
R — wektor $rodka masy uktadu,
7 — odlegtos¢ pomigdzy czastkami,
r1 — wektor we wspoéirzednych kartezjanskich pierwszej czastki: 7 ix) + fyl ,

7>, — wektor we wspélrzednych kartezjafiskich drugiej czastki: 7 = ixs + jy».

Implementacja procedury tworzacej pakiet falowy swobodnie propagujacego pozyto-
nium (lub wodoru, w zaleznosci od uzytych wartosci m; i my) ze wspomnianych dwoéch
funkcji falowych w programie YADE znajduje si¢ w pliku program/pkg/qm/QMPotential -
Coulomb.cpp*. Weryfikacja algorytmu numerycznego zostata wykonana tylko dla jednego
oraz dwoch wymiaréw, gdyz obliczenia tréjwymiarowe bylyby zbyt czasochtonne. Ta-
bela 3.4 przedstawia parametry dla ktérych odbyta si¢ weryfikacja, Zestaw 2 w tabeli od-
powiada parametrom przyjetym do pdZniejszych obliczen zderzenia reaktywnego.

Aby zrozumie¢ rozktady gestosci prawdopodobienstwa dla dwuwymiarowego pozyto-
nium, warto najpierw przyjrzec si¢ analogicznym rozktadom dla jednowymiarowego pozy-
tonium. Ponizej przedstawione zostaty analogiczne wykresy dla obu przypadkéw, dzigki
czemu mozna dostrzec ze np. czarna linia na rysunku 3.12B bedaca rozktadem brzegowym
gestosci prawdopodobienstwa dla jednowymiarowego pozytonium odpowiada dwuwymia-
rowej powierzchni na rysunku 3.13A dla dwuwymiarowego pozytonium. Dodatkowo dla
przypadku jednowymiarowego mozna narysowaé nawet powierzchnie odpowiadajace czgsci
rzeczywistej oraz czgSci urojonej funkcji falowej 3.12ab, podczas gdy dla przypadku dwu-
wymiarowego nie jest to mozliwe poniewaz funkcja falowa jest czterowymiarowa.

Rysunek 3.12 przedstawia rozktad gestoSci prawdopodobienstwa swobodnie propagujacego

jednowymiarowego modelu pozytonium, z uwzglednieniem réznych uktadéw wspétrzednych
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Tablica 3.4: Parametry przyjete do weryfikacji obliczern swobodnie propagujacego pozytonium

Zestaw 1 Zestaw 2
siatka 2048 x 2048 160 x 128 x 160 x 128
rozmiar [ag] 240 600 x 480
krok siatki [ag] Ax =0.11 Ax = Ay =3.75
poziom energetyczny n=73 n=38,1=5
potozenie protonu [ag] 7, =0.067 7=57
liczba falowa [ L | k=027 k=-0127
szerokos$¢ pakietu [ag] a=5i a=30i+30
to to=0 to = 500
krok czasowy At At =10 At =80
A/ (B) ©
J / N

/
2

© " (d)

Rysunek 3.12: Swobodnie propagujace jednowymiarowe pozytonium (parametry wg. Zestawu 1).
(a) czes¢ rzeczywista (niebieska) oraz czes¢ urojona (czerwona) funkcji falowej, we wspotrzednych
P=xiorazR=X1i: (b) we wspétrzednych 7| = x| i oraziy = xyi:

(¢) rozktad gest. prawdopodobienistwa, we wspélrzednych 7, R; (d) we wspélrzednych 7y oraz ra;
(A) rozkiad brzegowy f [ (7, R)|? d¥ — rozklad gest. prawdop. polozenia pozytonium;

(B) rozktad brzegowy f |l (7, ﬁ)lzdﬁ — rozktad gest. prawdop. odlegtosci wzglednej pomiedzy
czastkami tworzacymi pozytonium;

(C) rozktad brzegowy f |y (71,72)|? di'y — rozklad gest. prawdop. pozytonu we wsp. kartezjariskich;
(D) rozktad brzegowy f |l (71,72)|? di*y — rozktad gest. prawdop. elektronu we wsp. kartezjariskich;
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(A) (B)

(©) D)

Rysunek 3.13: Swobodnie propagujace dwuwymiarowe pozytonium (parametry wg. Zestawu 2)

(a) rozkiad gestosci prawdopodobieristwa, we Wspofrzcdnych F= X i+y ], orazR=Xi+Y ],

(b) we wspotrzednych karteZJanslqcb Fl=x1i+Yy J,0razr; = xp i+ Yo J;

(A) rozktad brzegowy f [y (7, R)|? dR — rozktad gestosci prawdopodobieristwa odlegltosci wzglednej
w pozytonium pomigdzy elektronem a pozytonem;

(B) rozkiad brzegowy f [y (7, R)|? d7 — rozktad gestosci prawdopodobieristwa potozenia pozyto-
nium (pakiet gaussowski);

(C) rozktad brzegowy f [y (71,72)|> diy — rozklad gestosci prawdopodobieristwa pozytonu we
wsp. kartezjaniskich;

(D) rozkiad brzegowy f |y (71,72)|? di, — rozktad gestosci prawdopodobieristwa elektronu we
wsp. kartezjaniskich;
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(b)

Rysunek 3.14: Blad obliczeri numerycznych swobodnie propagujacego pozytonium:
(a) Zestaw 1; (b) Zestaw 2;

biad

wg. wzoru 3.31. W zaleznosci od przyjetego uktadu wida¢ osobno rozktad gestosci prawdo-
podobienstwa pakietu gaussowskiego oraz rozktad gestosci prawdopodobienstwa stanu wia-
snego pozytonium, lub rozklady obu czastek elektron i pozyton w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych w ktérym prowadzone sa obliczenia.

Rysunek 3.13 przedstawia rozktad gestosci prawdopodobienistwa swobodnie propaguja-
cego dwuwymiarowego pozytonium. Tutaj juz nie jest mozliwe narysowanie calej cztero-
wymiarowej funkcji falowej ¥ (x1, y1, X2, y2,1), a wigc sa rysowane tylko rozktady brzegowe,
takie jak na rys. 3.12A-D.

Wykres 3.14 przedstawia bfgd(t) numeryczny w obliczeniach jedno- oraz dwuwymiaro-
wych. Bfad w obliczeniach jednowymiarowych rosnie do$¢ szybko, gdyz pakiet gaussowski

dos¢ szybko osiaga brzeg siatki.
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3.4. Whnioski

Podsumowujac:

1. Zrédto potencjatu nalezy umiescié w ten sposéb aby nie pokrywato si¢ z weztami
siatki, dzigki temu mozna unikna¢ dzielenia przez zero. Taki zabieg zmniejsza btad

ponad dziesigciokrotnie.

2. We wspoéirzgdnych kartezjaniskich trudno jest liczy¢ orbitale z niskim orbitalnym mo-
mentem pgdu, gdyz powoduje to pojawianie si¢ wysokich czgstotliwosci, ktére wymagaja

znacznie wigkszej siatki.
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4. Kwantowomechaniczny opis zderzenia

pozytonu z atomem wodoru

Zderzenie reaktywne pozytonu z atomem wodoru zostanie obliczone w dwoch wymiarach,

przyjmujac nieskonczenie masywny proton, poniewaz:

1. Przypadek klasyczny z nieruchomym protonem to jest zagadnienie dwdch cial, a wigc

odbywa si¢ na ptaszczyZnie.
2. Obliczenia trojwymiarowe wymagaltyby zbyt duzej iloSci pamigci.

3. Obliczenia dwuwymiarowe z trzema czastkami réwniez wymagaltby zbyt duzej iloSci
pamigci, w zwiazku z tym nieskonczenie masywny proton funkcjonuje jako nieru-

chome Zrédto potencjatu.

Posta¢ ogélna rownania Schrodingera dla uktadu ktéry bedzie rozwiazywany wyglada nastepujaco:

W
ot’

IR h2 S h2 Ze? Ze? &2

2M, 2m, 2m, IR, =7l IR, =7, [|Fe—T7pl

gdzie:

Y — poszukiwana funkcja falowa: w(ﬁp, FesTp,t),
]l7[p — masa protonu,
m, — masa elektronu,
M, — masa pozytonu,
» — wektor wodzacy protonu,
r» — wektor wodzacy elektronu,
7, — wektor wodzacy pozytonu,

Z — tadunek jadra: Z =1,

43
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W przypadku gdy proton ma nieskoficzong mas¢ z réwnania znika pierwszy czton. Zostaja

tylko dwa cztony kinetyczne oraz trzy cztony oddziatywania:

hZ R hZ N 2 2 2 (9
L - DU - S N S e P 4.2)
2me  2my IR, = Fel IR, =7yl |Fe—Tpl ot

4.1. Przygotowanie do obliczen

Parametry uzyte w obliczeniach, podane w tabeli 4.1 dobrane zostalty w nastepujacy sposéb:

Ilos¢ weztéw siatki zostata dobrana w pierwszej kolejnosci tak, aby maksymalnie wyko-
rzystaé dostgpna ilos¢ pamigci RAM ktoéra byla dostgpna w komputerze oraz aby obliczenia
na tej siatce nie przekraczaty 10 dni. Dla przyjetej siatki 160 x 128 x 160 x 128 ilos¢ wyko-
rzystanego RAMu wyniosta 40GB, a wykonanie jednego kroku czasowego At = 80 trwato
8 godzin.

Rozmiar siatki w przestrzeni polozeniowej zostat tak dobrany, aby w przypadku obli-
czen numerycznych dla dwuwymiarowego modelu atomu wodoru w stanie stacjonarnym
byl mozliwie jak najwickszy przy zachowaniu btedu (wzér 3.22) ponizej 107>, Nalezy
zwroci¢ uwage na odwrotna relacj¢ pomigdzy wielkosScia btedu a rozmiarem kroku siatki,

wynikajaca ze wzoru 3.20. Zastosowanie wzoru 3.21 (w jednostkach atomowych) wska-
whey _ w1
2uqig2 231
rozmiarze siatki 600 x 480 jednostek atomowych!.

zuje na Ax,y = = mr. Uzyskana zostata wielkosS¢ zblizona Ax = 3.75, przy

Paczka falowa z pozytonem zostata tak dobrana aby na dostgpnej siatce o ustalonym

powyzej rozmiarze zachowywata si¢ w sposob nastgpujacy:

1. szerokos$¢ pakietu byta taka, aby w trakcie przelotu pakiet nie wykroczyt poza siatke,

2. predkos¢ pakietu byta taka, aby obliczenia zostaly wykonane w okresie mniejszym niz
10 dni,

3. pakiet falowy miat maksymalna amplitud¢ w poblizu jadra (por. rysunek 4.1),

4. energia kinetyczna byla taka, aby mogto doj$¢ do wychwycenia elektronu przez pozy-

t
ton, tzn: EZ;Zy on 4 Eelekiron <

Aby sprostac pierwszemu warunkowi ustalono czas top we wzorze 3.23 na wartoS¢ o = 1100.

W przeciwnym razie pakiet falowy zbyt szybko rozbieglby si¢ na boki. Jednoczesnie dzieki

ITesty z  réznymi  rozmiarami  siatki  byly  przeprowadzane z  uzyciem  skryptu
wyniki/stacjonarny_wodor.py w jezyku python zalaczonego na CD-ROMie. W podkatalogu
wyniki/stacjonarny_wodor/* znajduja si¢ filmy pokazujace wodér w stanie stacjonarnym wykonane z

uzyciem wspomnianego skryptu.
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temu uzyskano maksymalna amplitude pakietu falowego w poblizu jadra. Miejsce w kto-
rym byloby centrum gaussowskiego pakietu w chwili 79, gdyby nie oddziatywatl on z pro-
tonem ani z elektronem zostato oznaczone na rysunku 4.1. Testowe obliczenia swobodnie
propagujacego pakietu? wskazaly na ustalenie wektora falowego k =-0.1 Zforaz szerokoSci
d =30i +30j.

v
/// AN
/ \\
/ p+ \
| \
@ J
\ // // \
\
\ A aT T ‘ +
480 ay R 10 e
o
L 600 ag |,
A A

Rysunek 4.1: Schemat ukfadu fizycznego w obliczeniach modelem kwantowym:
pt — nieruchomy proton, stanowiacy Zrédto potencjatu;

R — najbardziej prawdopodobna odlegtos¢ elektronu od protonu, R = 82.5 ay;

e* — poltozenie poczatkowe pakietu falowego z pozytonem, okrag ma srednice odpowiadajaca sze-

rokosci pakietu falowego;
1, — miejsce w ktorym gaussowski pakiet falowy z pozytonem osiaggnatby chwile czasowa tg, gdyby
nie oddziatywat z reszta uktadu i nie ulegat deformacjom.

Gl6éwna liczba kwantowa n atomu wodoru zostata dobrana w sposéb nastgpujacy:

1. byta jak najwigksza, aby uzyska¢ atom rydbergowski i zeby przechwycenie elektronu
bylo dzigki temu jak najlatwiejsze,

2. byta na tyle mata aby atom wodoru zajmowal mozliwie jak najmniejszy obszar w
dostepnej przestrzeni potozeniowej 600 x 480 jednostek atomowych i dzigki temu aby

zostato dos¢ miejsca na uformowanie si¢ pary elektron—pozyton.

W tym przypadku testy zostaly wykonane z uzyciem dwoch skryptéw. Aby spetni¢ wa-

runek w pierwszym punkcie dobdr n zostat dokonany poprzez obserwacje ksztaltu funkcji

2Testy te mozna powt6rzy¢ uruchamiajac skrypt wyniki/lecacy_pakiet.pyna zataczonym CD-ROMie.
W podkatalogu wyniki/lecacy_pakiet/* znajduja si¢ filmy pokazujace wybrany przelot pakietu falowego.
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falowych atomu wodoru3, warto$¢ n zostata ustalona na n = 8. Dla takiego n najbardziej
prawdopodobna odlegtos¢ elektronu od protonu wynosi R = 82.5 ap. Aby spetni¢ drugi
warunek przeprowadzona zostala obserwacja jak zachowuje si¢ pakiet falowy z pozyto-
nem przelatujacy w poblizu potencjatu, ktérego Zrédtem jest nieruchomy proton*. Pozyton
przelatujac obok takiego potencjatu ulegat rozpraszaniu na boki i jego tor ulegal ugigciu.
Aby uzyskac jak najwigksza iloS¢ miejsca na siatce proton nie zostal umieszczony w cen-
trum siatki lecz przesuniety na bok i jego potozenie zosato ustalone na ﬁp =50 + 60; Zas

potozenie pakietu z pozytonem w chwili 7o zostato ustalone na 7, = 20]7.

Poboczna liczba kwantowa 1 zostata tak dobrana aby btad numeryczny obliczefi byt
ponizej 107>, wedlug wynikéw oméwionych na stronie 34 oraz przedstawionych na ry-
sunku 3.10. Wida¢ tam, ze wielkoS¢ btedu silnie wzrasta gdy |/| maleje. W zwiazku z
tym wielkoS¢ [ zostata ustalona na |/| = 5. Jednocze$nie nalezy zwrdci¢ uwagg, ze liczba ta
okresla orbitalny moment pedu L., zas wyniki uzyskane w modelu klasycznym na stronie 10
wskazuja, ze wartos¢ orbitalnego momentu pedu wykazuje bardzo silna asymetri¢ co do ilo-
Sci powstatych par elektron—pozyton. W zwiazku z tym przyjeto [ = —5 aby maksymalnie
zwigkszy¢ szans¢ na wychwyt. Ta analogia z modelem klasycznym okazata si¢ silniejsza niz
mozna by oczekiwac, poniewaz pdzniej zostaly wykonane obliczenia dla [ = 5 i wychwyt

nie nastgpit. Zostanie to oméwione w dalszej czgsci.

Polozenie wezléw siatki dla elektronu, pozytonu oraz potencjalu zostaty tak dobrane
aby w zadnej sytuacji nie moglo dojs¢ do dzielenia przez zero, poniewaz zostato wczesniej
ustalone (wykres 3.9 na stronie 36) ze problem dzielenia przez zero bardzo mocno zwigksza
btad obliczeniowy. Nalezy zwréci¢ uwage, ze do dzielenia przez zero moze dojS¢ w trzech

62 62

przypadkach, gdyz catkowity potencjat w réwnaniu 4.2 ma postac: ~F + Facxie
p~ e r~'p

%. W zwiazku z tym wszystkie trzy siatki sa przesunigte wzgledem siebie o jedna trzecia
e~I'p

kroku siatki, zostalo to schematycznie pokazane na rysunku 4.2. Przesunig¢cie to ujawnia si¢

podczas liczenia rozktadéw brzegowych, na rysunku 4.5 zostato ono wskazane strzatka.

Wszystkie przyjete parametry w obliczeniach podsumowuje tabela 4.1 na sasiedniej stronie.

3Skrypt wyniki/stacjonarny_wodor.py na zalaczonym CD-ROMie.
4Skrypt wyniki/lecacy_pakiet_kolo_potencjalu.py na zalaczonym CD-ROMie. W podkatalogu

wyniki/lecacy_pakiet_kolo_potencjalu/* znajduja si¢ filmy z przyktadowym przelotem pakietu pozy-

tonowego w poblizu potencjatu.



4.1. PRZYGOTOWANIE DO OBLICZEN 47

Rysunek 4.2: Wzajemne polozenie weziéw siatki uzytej w obliczeniach, w dwuwymiarowej prze-
strzeni potozeniowej: elektron (niebieski), pozyton (czerwony) oraz potencjat, ktorego Zrodiem jest
nieruchomy proton (zielony)

Tablica 4.1: Parametry przyjete do obliczen zderzenia reaktywnego pozytonu z atomem wodoru

siatka 160 x 128 x 160 x 128
rozmiar [ag] 600 x 480

krok siatki [ag] Ax = Ay =3.75
poziom energetyczny elektronu n =38,/ =-5
polozenie protonu [ap] ﬁp =5i+60 f
polozenie pozytonu [ag] 7p =20 f

liczba falowa pozytonu [alo] k=-0.127

szerokos¢ pakietu pozytonu [ag] @ =307 +30

to to = 1100

krok czasowy At At = 80

W rozpatrywanym zagadnieniu nie ma potrzeby wyznaczania hiperpowierzchni w przy-
blizeniu Borna—Oppenheimera, poniewaz potencjaly sa bardzo proste i bez przyblizen. Nie
ma molekuty, nie wystgpuje ruch jader — jest tylko jedno jadro i nie trzeba szukac krzywych
potencjalnych jako funkcji potozen jader. Mimo tego, ze obliczenia sa bez przyblizen to na-
lezy pamigta¢ o ograniczeniach natozonych przez rozmiar siatki oraz czas obliczen, oraz ze

anihilacja pozytonu z elektronem nie jest tutaj uwzgledniona.
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4.2. Wyniki

Powyzej dobrane parametry zostaly uzyte do przeprowadzenia obliczens. Rysunek 4.4 przed-
stawia ewolucj¢ uktadu dla wybranych chwil czasowych, oraz poréwnanie pomig¢dzy [ = —5
oraz [ = 5. Stan poczatkowy dla obu uktadow jest taki sam (wedlug rys. 4.1), poniewaz [
okresla wylacznie faze funkcji falowej, ktéra nie jest widoczna w rozktadzie brzegowym.
Jednocze$nie rézne wartosci I odpowiadaja innym orbitalnym momentom pedu L. co zo-
stato zobrazowane ponizej na rysunku 4.3. Wida¢, ze ze wzglgdu na wspomniana asymetri¢
(rysunek 1.4, strona 10) wychwycenie elektronu z atomu nast¢puje tylko dla / = —5. Jest to

wynik podobny do wynikéw uzyskanych w bardzo uproszczonym modelu klasycznym.
Z Z

A

Rysunek 4.3: Orbitalny moment pedu L, i odpowiadajace mu wartosci liczby kwantowej I.

Rysunek 4.5 przedstawia zblizenie na rozklady brzegowe elektronu i pozytonu dla chwili
czasowej t = 1920¢, = 46 fs, zanim na siatce pojawia si¢ artefakty numeryczne wynikajace
z tego, ze funkcja falowa zaczyna wykraczaé poza obreb siatki i zawija si¢ z drugiej strony.

Obliczenia musiaty zosta¢ przerwane dla czasu t = 25607, = 61.4 fs (rysunek 4.6),
poniewaz pojawiajace si¢ artefakty numeryczne w postaci fal réwnolegtych do brzegéw
krawedzi siatki sa juz bardzo silne. Niemniej wida¢ ze cz¢S¢ funkcji falowej elektronu (kolor
niebieski) oderwata si¢ od protonu i razem z pozytonem si¢ od niego oddala.

Patrzac na wyniki jakoSciowo mozna ocenié, ze zderzenie reaktywne rzeczywiscie za-
szto i czas reakcji wynosit okoto 60 femtosekund. Jego peten przebieg dostepny jest na
zataczonym CD-ROMie w postaci filmu w katalogu wyniki/zderzenie_reaktywne/*.
Na filmie tym wida¢ doktadnie dynamike tego zderzenia jaka miata miejsce w trakcie tego

krétkiego okresu czasu okoto 60 femtosekund.

5Skrypt uzyty do obliczen znajduje si¢ w pliku wyniki/zderzenie_reaktywne.py na zataczonym CD-
ROMie. W katalogu wyniki/zderzenie_reaktywne/* znajduja si¢ filmy dla / = -5, pod nazwa ,,udane”

oraz dlal = 5 pod nazwa ,,nieudane”.
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4.3. Metoda wyznaczania przekroju czynnego

Wyznaczenie przekroju czynnego powinno przebiega¢ w spos6b nastgpujacy: aby obliczy¢
prawdopodobienstwo powstania pary elektron—pozyton nalezy wyznaczy¢é wspoétczynniki
nakrywania wynikowej funkcji falowej ,,y,ix z funkcjami falowymi swobodnie propagu-
jacego pozytonium (por. rozdziat 3.3.4), dla r6znych poziomoéw n oraz [:
=2 g * d d - - 2
Vni? = | [ Wropnik Fes Py (Fer ) dFe dF (4.3)

Tym samym ustalone by zostato na jakich poziomach wzbudzenia znajduje si¢ powstata

para. Nastepnie nalezatoby policzy¢ catkowity przekrdj czynny w postaci calki:

do
catkowity = — 1 dQ, 4.4
T catkowity fg(dQ) 4.4)

gdzie r6zniczkowy przekrdj czynny dotyczyltby prawdopodobienistwa rozproszenia pary elektron—

pozyton w dany kat brylowy.
Wyznaczenie przekroju czynnego niestety okazato si¢ niemozliwe, poniewaz:

1. powstata para elektron—pozyton musiataby oddali¢ znacznie dalej od protonu lecz nie

pozwolil na to rozmiar siatki,

2. nalezaloby przeprowadzi¢ wig¢cej takich symulacji dla pakietow falowych z pozytonem

o r6znych parametrach lecz nie pozwolily na to ograniczenia czasowe.

W zwiazku z powyzszymi trudnoSciami prezentowane sa jedynie wyniki jakoSciowe.

4.4. Whnioski

Na podstawie zaprezentowanego uproszczonego modelu kwantowo mechanicznego mozliwy

jest opis zderzenia reaktywnego przy pomocy pakietu falowego.

Ograniczenia modelu zwiazane sa z:

1. rozmiarem siatki — zastosowano stosunkowo niewielka siatke 160 x 128 x 160 x 128,

2. iloScia dostgpnej pamigci RAM w komputerze — uzyta siatka zaj¢ta ponad 40 GB
RAM,

3. szybkoscia prowadzonych obliczen — przeprowadzone obliczenia trwaty 10 dni.
W zwiazku z tymi ograniczeniami uzyskane wyniki sa jedynie jakoSciowe. Niemniej w

uzyskanych wynikach widaé, ze podejscie przy pomocy pakietu falowego zbliza opis zjawisk

w mikroswiecie do intuicyjnego podejscia klasycznego.
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(b)
l=-5
t =30.7fs

(©)
=5
t =30.7 fs

Rysunek 4.4: Przebieg ewolucji zderzenia pozytonu z atomem wodoru. Poréwnanie dla dwéch
réznych orbitalnych momentéw pedu [. Kolor czerwony oznacza brzegowy rozktad gestosci
prawdopodobienistwa znalezienia pozytonu, kolor niebieski oznacza brzegowy rozkiad gestosci
prawdopodobienstwa elektronu:

(a) stan poczatkowy, t = 0 (jest taki sam dlal = 5 oraz dlal = -5);

(b) chwila czasowa t = 1280¢, = 30.7 fs, orbitalny moment pedu [ = —5;

(c) chwila czasowa t = 1280¢, = 30.7 fs, orbitalny moment pedu [ = 5;

(d) chwila czasowa t = 2560¢, = 61.4 fs, orbitalny moment pedu [ = —5;

(e) chwila czasowa t = 2560¢, = 61.4 fs, orbitalny moment pedu [ = 5;

(A) para elektron—pozyton oddalajaca si¢ od centrum, dlal = -5;

(B) pozyton samotnie si¢ oddala od centrum, dlal =5 ;
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Rysunek 4.5: Wynik obliczefi numerycznych zderzenia pozytonu z atomem wodoru dla chwili cza-
sowejt = 1920¢, = 46 fs, kolor czerwony oznacza brzegowy rozktad gestosci prawdopodobienistwa
pozytonu, kolor niebieski oznacza brzegowy rozktad gestosci prawdopodobienstwa elektronu:

(A) przesunigcie wzgledem siebie dwdch siatek o jedna trzecia kroku siatki;

(B) formujacy sie pik gestosci prawdopodobienistwa elektronu ktory zostanie odciagnigty przez po-
zyton;
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Rysunek 4.6: Wynik obliczeri numerycznych zderzenia pozytonu z atomem wodoru dla chwili czaso-
wejt = 2560¢, = 61.4 fs, kolor czerwony oznacza brzegowy rozktad gestosci prawdopodobieristwa
pozytonu, kolor niebieski oznacza brzegowy rozktad gestosci prawdopodobieristwa elektronu.

(A) pik gestosci prawdopodobienistwa znalezienia pozytonu;

(B) pik gestosci prawdopodobieristwa znalezienia elektronu;

(C) drugi pik gestosci prawdopodobienistwa znalezienia elektronu, ten sam ktory na
rysunku 4.5 oznaczony jest przez (B) — jego przesuwanie si¢ jest widoczne na filmie
wyniki/zderzenie_reaktywne/udane_zderzenie.mpg na zalaczonym CD-ROMie;



5. Podsumowanie

W pracy przeanalizowano na podstawie dwuwymiarowego modelu problem zderzenia reak-
tywnego dla uktadu ztozonego z atomu wodoru i pozytonu uzywajac mechaniki klasycznej

oraz kwantowe;.

Model klasyczny potraktowano czysto mechanicznie. Rozwiazano uktad réwnan New-
tona dla natadowanych punktéw materialnych oddziatujacych na siebie sitami coulombow-
skimi i zderzajacymi si¢ w jednej ptaszczyZznie, ignorujac zjawisko zgodne z elektrodynamika
polegajace na promieniowaniu fadunkéw podlegajacych przyspieszeniu. Przeprowadzajac
numeryczng symulacje w tym podejsciu uzyskano szereg przypadkow w ktérych zderzajacy
si¢ z atomem pozyton wychwytywat elektron i tworzac z nim uktad zwiazany w postaci
pozytonium oddalat si¢ od jadra. OczywiScie wsréd symulowanych sytuacji byly one mniej-
szoS$cia w stosunku do nieelastycznego rozpraszania pozytonu oraz rozbiegajacych si¢ trzech
niezaleznych punktoéw materialnych. Przypadki gdy pozytonium oddalato si¢ od protonu na-
lezy uznac za zajScie reakcji gdzie poczatkowy uktad atom wodoru + pozyton zastapiony
zostal przez nowy ,,atom” pozytonium + proton. Oszacowany zostal catkowity przekréj

czynny na takie zderzenie.

Kwantowomechaniczny opis takiego zderzenia byt znacznie trudniejszy jesli ruch chciato
si¢ symulowaé dynamicznie w podobny sposéb jak w klasycznym podejsciu. Wymagato
rozwigzania zaleznego od czasu rOwnania Schrodingera dla tego uktadu. Do tego celu wy-
brano jedna z najdoktadniejszych metod numerycznych [6, 13]. Jednakze numeryczne trud-
nosci zwiazane z rozwigzaniem tego problemu (ograniczona pami¢¢ komputera, czas obli-
czen) nie pozwolity na duza ilo§¢ symulacji zderzenia reaktywnego, pomimo tego, ze row-
niez uzyto plaskiego (dwuwymiarowego) modelu atomu wodoru i zderzajacego si¢ z nim w
tej ptaszczyznie pozytonu. Wsréd wykonanych symulacji znaleziono takie, ktére mozna zda-
niem autora uznaé za wychwyt elektronu przez przelatujacy pozyton reprezentowany przez
pakiet falowy, jak i takie gdzie pozyton powoduje jedynie zmian¢ wewngtrzng atomu. Ze
wzgledu na niewielka iloS¢ przeprowadzonych symulacji nie mozna byto oszacowac prze-
krojéw czynnych na utworzenie pozytonium w takim procesie. Prob¢ kwantowomechanicz-

nego opisu tego reaktywnego zderzenia mozna uznaé za udana, gdyz nieznane byto praw-
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dopodobienistwo takiego procesu z danych do§wiadczalnych ani czas jego przebiegu. Znana
technika doSwiadczalna uzyskiwania pozytonium w zderzeniach atoméw z pozytonami jest
uzywanie jako tarczy ciezkich atoméw w stanach rydbergowskich. Natomiast uzycie w tym
celu atomu wodoru (tez w stanie rydbergowskim), gdzie elektron jest silniej zwiazany z
jadrem (brak ekranowania) ma zapewne znacznie mniejszy przekrdj czynny na badany pro-
ces. Znalezienie wigc przypadku w ktérym widac tworzenie si¢ pozytonium uzna¢ mozna

za przynajmniej jakoSciowy sukces obliczen kwantowomechanicznych.



Zalacznik A: Listingi programow

Listing A.1: Gtéwna petla obliczajaca sume szeregu wedtug wzoru 3.15

Real R = calcKosloffR(scene->dt);

Real G = calcKosloffG(scene->dt);

// R*¥1.3 1is used to make sure that enough elements

// of the series are calculated

Real R13 = 1.3%R; // min=10€¢
Real min = 10000.0%std::numeric_limits<Real>::min(Q);

// start with psi_dt: y(t+dt) =y(t)

NDimTable<Complexr>& psi_dt(psiGlobal->psiGlobalTable);

NDimTable<Complexr> psi_0 (psi_dt); // Yo
NDimTable<Complexr> psi_1 = {}; //
NDimTable<Complexr> psi_2 = {}; // Yo
/) psiil s = (14w Mg - A
calc_Hnorm_psi(psi_0,psi_1,psiGlobal.get());
Complexr ak®=calcAK(O,R); // ao
Complexr akl=calcAK(1,R); // a

// lﬁ(l-i-dl) Zlﬁ(l+dl) = a()lﬁ() +a1¢1
psi_dt .multlMult2Add(ak®, psi_1,akl);

int i(0);
Complexr ak(l);
for(i=2 ; 1i<R13 or (std::abs(std::real(ak))>min
or std::abs(std::imag(ak))>min) ; i++)
{

dtR2F (k> F dtv
/) W= (14 ) gy + LTI @D dovd,

calc_Hnorm_psi(psi_1,psi_2,psiGlobal.get());
2—1(_12

1) =2 (14 G)uy + ST R T )y,
psi_2 .multlSub(2,psi_0);

J/ Wt +dt) Yt +dt) =g +dt) + apy
psi_dt .mult2Add(psi_2,ak=calcAK(i,R));
std::swap (psi_0,psi_1); // o — ¥
std::swap(psi_1,psi_2); // Wi Yo

}
// w(t+ dr) : vt + dt) = e HRG) (ago + ary + axypr + ...)
psi_dt *= std::exp(-1.0*Mathr::I*(R+G));
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Listing A.2: Operator dziatania ﬁnorm na funkcje falowa ¢ (7,t) wedlug wzoréw 3.6, 3.12, 3.14

void SchrodingerKosloffPropagator::calc_Hnorm_psi (
const NDimTable<Complexr>& psi_0
, NDimTable<Complexr>& psi_1,
, QMStateDiscrete®* psi)

Real mass = psi->getMass();
Real hbar psi->getReducedPlanck ();
Real dt scene->dt;

NDimTable<Real >& kTable = psi->getkTable();
NDimTable<Complexr>& Vpsi = psi->getPotential ();

// multiply wavefunction by potential

. drv
// Vpsi: V= tth//o

if(Vpsi.rank() != 0)
Vpsi .multMult(psi_0,dt/Chbar*R));

// use all available processors in FFT calculations
psi_l.set_num_threads (threadNum);

// ¥ s =F (Yo)
psi_1.doFFT(psi_0,true);

/] W g = —KF (o)

psi_1 *= kTable;
/] W1 = FH=REF (o))
psi_1 .IFFT(Q);
din*F (k> F
// 17[’1 :llll =< hI(QZm o))
psi_1 *= dt*hbar/(R*2*mass);
din*F (k> F
/] vy = m(ezm = +(1+%)¢’0
psi_1 .mult2Add(psi_0,(1+G/R));
At F (K2 F d
/) sy = T EET OO (14 Gy - S0
if(Vpsi.rank() != 0)
psi_1l -= Vpsi;
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Listing A.3: Sprawdzenie poprawnosci rozwiazania oscylatora harmonicznego 1D w programie ma-
thematica

Rozwigzanie oscylatora harmonicznego 1D: ]
m & 1 m & _me 2
n[:= hermitld[x_, n_ , m , @ , Z_] := — Hermil:eH[n, — x] e 22
nA 2"n! ¥
Wykres dla n=10 ]
n2l= Plot [hermitld[x, 10, 1, 1, 1], {x, -10, 10}, PlotRange - All] ]
0.4r
outj2]=
-10 -5 5 10
0.4
_0.4,
Sprawdzenie, czy rozwigzanie jest znarmalizowane: }

inz- $Assumptions =m>0 A w >0AHh>0AneIntegers An20

outgl= m>0Aw>0Ah>0AneZAn=0

o0
In[8]:= Table[J hermitld[x, n, m, w, A] * (hermitld[x, n, m, w, I’J])*d]x, {n, 0, 10}]

- I A

ouel= 11,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1}

Energia kolejnych poziomdw oscylatora wynosi:

1
nEl= En = i w (n + —];
2
Definicja funkcji falowej
nel= ¥ = hermitld[x, n, m, w, h];

Sprawdzenie czy spetnione jest stacjonarne réwnanie Schrodingera:

2 P21 mxe?

n{7E= FullSimpnfy[[—— + #1 &|@) = Em,l!]
2m dxdx 2
out7]- True j
Sprawdzenie czy spetnione jest zaleZzne od czasu réwnanie Schrodingera: 1

2 PH1L  maxto?
nle} FullSimplify[ -— +
2m dxdx 2

_iEnt 4 _ikn:
1:1&[;&.9 " ]=£ﬁ—[¢e " ]]
at

outgl= True
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Listing A.4: Listing programu w jezyku python wykorzystujacego algorytm napisany w C++ do
poréwnania z rozwiazaniem analitycznym propagacji pakietu swobodnego w dwéch wymiarach

#!/usr/bin/python

# -*- coding: utf-8 -*-

dimensions= 2

sizeld =1200

GRIDSIZE = [512,384]

halfSize = [sizeld,sizeld*(1.0*GRIDSIZE[1]/GRIDSIZE[0]),0.1]
## This is a simple test:

## - a freely moving particle according to Schrodinger equation
#i# is calculated using Tal-Ezer Kosloff 1984 method

## - it is compared with analytical solution

## The error between numerical and analytical solution is

## plotted on the graph

# wavepacket parameters

k® = [-0.12,0.0,0.0]
gaussWidth =[50 ,50 ,0 ]
t0 = 4000

x0 = [0,-200,0]

0.engines=[
StateDispatcher ([
Stl1_QMPacketGaussianWave(),
D,
SpatialQuickSortCollider ([
Bol_Box_Aabb (),
D,
SchrodingerKosloffPropagator(steps=-1,threadNum=4),
SchrodingerAnalyticPropagator(),
PyRunner (iterPeriod=1, command="myAddPlotData () ’)

1
partsScale = 20000 # Used to scale drawing on the screen
## Two particles are created - the analytical one, and the

## numerical one. They do not interact, they are two separate
## calculations in fact.

## The analytical one:

analyticBody = QMBody()

analyticBody.groupMask = 2

analyticBody.shape = QMGeometry(extents=halfSize
,color=[0.9,0.9,0.9]
,displayOptions=[QMDisplayOptions (

partsScale=partsScale,renderWirelLight=True)

D

analyticBody.material = QMParticle(dim=dimensions,hbar=1,m=1)
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{’x0’:x0,’t0’:t0, "k0’ : k0O

, a0’ :gaussWidth, 'gridSize’ :GRIDSIZE}
analyticBody.state = QMPacketGaussianWave (**gaussPacketArg)
nid=0.bodies.append(analyticBody)

# 1s propagated as analytical solution, no calculations involved
O0.bodies[nid].state.setAnalytic()

gaussPacketArg

## The numerical one:
numericalBody = QMBody()
numericalBody.groupMask = 1
numericalBody. shape = QMGeometry(extents=halfSize
,color=[1,1,1],displayOptions=[QMDisplayOptions(
partsScale=partsScale,renderWireLight=True)
D
numericalBody.material = analyticBody.material
# Initialize the discrete wavefunction using the analytical
# gaussPacket created earlier. The wavefunction shape can be
# anything, in this case the Gauss shape is used.
numericalBody.state = QMPacketGaussianWave (**gaussPacketArg)
nid=0.bodies.append(numericalBody)
# is being propagated by SchrodingerKosloffPropagator
O.bodies[nid].state.setNumeric()

## Define timestep for the calculations
0.dt=100

##### now the part pertaining to plots #####
from yade import plot
plot.plots={’t’:(’error’)}
def myAddPlotData():
symId=0
numId=1
O0.bodies[symId].state.update()
psiDiff=((0.bodies[symId].state)-(0.bodies[numId].state))
plot.addData(t=0.time,error=(psiDiff|psiDiff).real)
plot.livelnterval=.2
plot.plot(subPlots=False)

## open graphical interface

try:
from yade import gt
gt.Controller()
gt.controller.setWindowTitle("2D_free_.propagating.packet")
gt.controller.setViewAxes(dir=(0,1,0),up=(0,0,1))
gt.Renderer().blinkHighlight=False
qt.View()
gt.views()[0].center(False,250)

except ImportError:
pass
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Zatacznik B: CD-ROM

Do niniejszej pracy zalaczony zostal CD-ROM. Jego zawarto$¢ zostata wyszczegdlniona w
tabeli B.1 na nastgpnej stronie. Powierzchnie widoczne na filmach nie dotyczacych zderze-

nia reaktywnego maja nastgpujace kolory:

e szary — rozklad gestoSci prawdopodobienstwa,
e niebieski — czg¢s¢ rzeczywista funkcji falowe;,

e czerwony — czg¢$¢ urojona funkcji falowe;.

Na filmach dotyczacych zderzenia reaktywnego widoczne sa wylacznie rozktady brze-
gowe (gdyz nie da si¢ narysowaé czterowymiarowej funkcji falowej). Kolor niebieski ozna-
cza rozklad gestosci prawdopodobienstwa dla elektronu, kolor czerwony dla pozytonu. Na

niektérych filmach widoczny jest wykres z blgdem numerycznym.
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Tablica B.1: Zawartos¢ zataczonej ptytki CD-ROM

Nazwa katalogu/pliku

Zawartos¢

praca_magisterska.pdf

praca_magisterska.txt

praca_magisterska.xml

program/

program/pkg/qm/

program/examples/qm/

weryfikacja/

wyniki/

wyniki/lecacy_pakiet.py

wyniki/lecacy_pakiet/*

wyniki/stacjonarny_wodor.py

wyniki/stacjonarny_wodor/*

wyniki/lecacy_pak_pot.py

wyniki/lecacy_pak_pot/*

wyniki/zderzenie_reaktywne.py

wyniki/zderzenie_reaktywne/*

Wersja elektroniczna pracy magisterskiej.
Wersja elektroniczna pracy magisterskiej, plik tek-

stowy.
Wersja elektroniczna opisu pracy magisterskie;j.

Peten kod Zrédtowy programu YADE w ktérym zo-
staly wykonane obliczenia.

Najwazniejsza w niniejszej pracy czg$S¢ programu
YADE — implementacja numeryczna (rozdziat 3.2).
Szereg przyktadowych skryptéw obliczeniowych
ktéra powstaty podczas tworzenia niniejszej pracy
magisterskie;.

Pliki w programie mathematica uzyte do weryfikacji
poszczegdlnych rozwiazan analitycznych.
Najwazniejsze wyniki, wraz z plikami Zrédlowymi
uzyskanymi do ich uzyskania.

Skrypt uzyty do ustalenia parametrow lecacego pa-
kietu falowego, mozna go uruchamia¢ zmieniajac pa-

rametry pakietu wewnatrz skryptu.
Filmy przedstawiajace lecacy pakiet falowy z pozyto-

nem dla wybranych parametréw.
Skrypt uzyty do ustalenia parametréw wodoru w sta-

nie stacjonarnym, mozna go uruchamia¢ zmieniajac

parametry wewnatrz skryptu.
Filmy przedstawiajace woddr w stanie stacjonarnym

dla wybranych parametréw.
Skrypt uzyty do ustalenia parametréow pakietu

przelatujacego koto nieruchomego protonu bgdacego
Zrédtem potencjatu, mozna go uruchamiaé zmieniajac

parametry wewnatrz skryptu.
Filmy j.w.

Skrypt uzyty do przeprowadzenia gtéwnej symula-
cji w niniejszej pracy. Dysponujac komputerem o
pamieci powyzej 40GB RAM mozna go uruchamiac

zmieniajac parametry wewnatrz skryptu.
Filmy przedstawiajace przeprowadzone obliczenia.




Zalacznik C: Wielomiany Czebyszewa

Wielomianem Czebyszewa T pierwszego rodzaju k-tego stopnia nazywamy wielomian o
wspoélczynnikach rzeczywistych okreslony wzorem (por. Abramowitz [1], str 776, wzor
22.3.15):

T (x) = cos(k arccos(x)), dla x €[-1,1],k € Ny (C.1H

Mozna go uzyska¢ metoda rekurencyjna:

To(x) = 1
Ti(x)=x (C.2)
Ti(x) = 2xTy—1(x) — Tx—2(x)

Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze powyzsza metoda rekurencyjna begdzie uzyta w dzia-
taniu na funkcje falowa (por. wzoér 3.11 na stronie 23), gdyz jej bezpoSrednie uzycie prowa-
dzitoby do bardzo skomplikowanych obliczen.

Wielomiany Czebyszewa tworza uktad ortogonalny w zakresie x € [—1,1] z funkcja
1

wagowa Nt tzn:
1
T, T Om , dla =k=0
m(X) k(x)dx _ ) T Omk m €3)
-1 V1-x2 %5,,,,]C ,dla m# 0,k #0.

Na nastepnej stronie, na rysunku C.1 pokazanych jest kilka pierwszych wielomianéw Cze-

byszewa.
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1 To
T
T2
05 | \ ' T,
Ty
= T
2 \ :
= OV ) 1 Te
_05 L _
-1 E | _
-1 -0.5 1

Rysunek C.1: Wielomiany Czebyszewa od Ty(x) do Ts(x), x € [-1,1].



Zatacznik D: Jednostki atomowe

W niniejszej pracy wykorzystywane sa jednostki atomowe. Ponizsza tabela D.1 poréwnuje
wartoSci réznych wielkoSci fizycznych wyrazonych w jednostkach atomowych oraz w ukta-
dzie SI.

Tablica D.1: Jednostki atomowe

Wielkos¢ fizyczna Jednostki atomowe Uktad SI

Fadunek elektronu e=1 1.6x 107" C
Masa elektronu me =1 9.1x1073! kg
Zredukowana stata Plancka h=1 1.05x 1073* Js
Promien orbity Bohra ap = mzz Z 1 Bohr 4:;?—‘;7212 =53x10""" m
Jednostka energii Hartree Enartree = Z—z £ 1 Hartree 47Ti)00 =44x10718 ]
Atomowa jednostka czasu ta = %24 =1 24x10717 g

65



66

DODATEK D. JEDNOSTKI ATOMOWE




Bibliografia

[1]

(2]
(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[9]

[10]

[11]

M. Abramowitz and 1. Stegun. Handbook of mathematical functions. Dover publica-

tions, inc. New York (reprint), 2013.
G. Biatkowski. Mechanika Klasyczna. PWN, 1975.

S. Fltigge and H. Marschall. Metody rachunkowe teroii kwantéw, w postaci zadan z
rozwigzaniami. PWN, 1958, str. 32.

B. Garraway and K.-A. Suominen. Wave—packet dynamics: new physics and chemistry
in femto—time. Rep. Prog. Phys., 58:365-419, 1995.

S. Iyanaga and Y. Kawada. Encyclopedic Dictionary of Mathematics. Cambridge, MA:
MIT Press, 1980.

R. Kosloft. Quantum molecular dynamics on grids. Department of Physical Chemistry
and the Fritz Haber Research Center, 1997.

J. Kozicki and F. Donzé. A new open—source software developed for numerical simula-
tions using discrete modeling methods. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 197:4429-4443, 2008.

J. Kozicki and F. Donzé. Yade—open dem: an open—source software using a discrete
element method to simulate granular material. Engineering Computations, 26(7):786—
805, 2009.

R. Loudon. One—dimensional hydrogen atom. American Journal of Physics, 27(649),
1959.

E. Schrodinger. The continuous transition from micro— to macro—mechanics. Die
Naturwissenschaften, 28:664—666, 1926.

V. Smilauer, E. Catalano, B. Chareyre, S. Dorofenko, J. Duriez, A. Gladky, J. Ko-
zicki, C. Modenese, L. Scholtes, L. Sibille, J. Stransky, and K. Theoni. Yade refe-

67



68 BIBLIOGRAFIA

rence documentation https://yade-dem.org/doc/Yade.pdf. Yade documentation
(V.Smilauer, ed.), 2011.

[12] V. Smilauer, A. Gladky, J. Kozicki, C. Modenese, and J. Stransky. Yade: Using and pro-
gramming http://yade-dem.org/doc http://geo.hmg.inpg. fr/~chareyre/
pubs/yade/YadeManuals.pdf. Yade documentation (V.Smilauer, ed.), 2011.

[13] H. Tal-Ezer and R. Kosloff. An accurate and efficient scheme for propagating the time
dependent schrodinger equation. J. Chem. Phys., 81(9):3967-3971, Nov. 1984.

[14] B. Zaslow and M. Zandler. Two—dimensional analog to hydrogen atom. American
Journal of Physics, 35(1118), 1967.

[15] A. Zewail. Femtochemistry: Atomic—scale dynamics of the chemical bond. J. Phys.
Chem. A, 104:5660-5694, 2000.



